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Repetition: Den adjungerede til" € B(H). Selvadjungerede operatorer og deres norm.

Forelaesning: Vi fortseetter medi5.2 om kompakte operatorer. Tillader tiden det vil vi b-
egynde p&5.3 om lukkede operatoreBemaerk: Desveerre er beviset for Seetning 5.13
i [P] ikke fuldsteendigt, sa vi erstatter Lemma 5.12 og Segfri.13 med noten pa de
falgende sider (gennemgas fredag).

Opgaver: [P]: Opgaven fra sidste gang (vigtig!). Dernaest 74, 75, 87, 7

Med venlig hilsen
Morten



EN NOTE VEDR. S/ETNINGEN OMABEN AFBILDNING

Falgende note erstatter Lemma 5.12 og Seetning 5.13 i [P].

Definition 1. En maengdé i et metrisk rum)/ kaldesintetsteds tegtis det indre ab er tomt.
BemeerkHvis S erintetsteds taatg A er en aben maengde, sa4(S ngdvendigvis ikke-tom.

Seetning 1(Baires kategorisaetninglet fuldstaendigt metrisk rum kakke skrives som en teel-
lelig forening af intetsteds teette maengder.

Bevis: Let (M, d) veere et fuldstaendigt metrisk rum og antag at

M:QAH,

hvor A,, er intetsteds teet far = 1,2,... EftersomA, er intetsteds teet, kan vi veelge ¢ A,.
Da M\A_1 er aben, kan vi vaelge en kugl®, omkringz; med radius mindre end 1. D4, er
intetsteds teet, kan vi veelge € Bl\A_g og en aben kugl#, omkringx, med radius mindre end
1/2 som opfylderB, C B;\A,. Vi fortszetter induktivt, og veelger, € B,_\A, og en aben
kugle B,, omkring z,, med radius mindre en2!—" som opfylderB, C B,_,\A,. Bemeerk at
m,n > N medfarer atr,,, z,,, € By, s&

d(Ty, 7)) <28V 428N 0

for N — oo. Derfor er(@ C M en Cauchy-fglge. Lad = lim, z, € M. Dazx, € B, for
n > M > 2harvixz € By, C By_,. Derfor geelder: ¢ Ay, for M = 2,3, ..., i modstrid
med antagelsef/ = U2, A,. O]

Eksempel:Bemeerk, at singleton meengdén} C R er intetsteds teet. DR er fuldsteendig kan

R=J{s)

z€eR
ikke veere en teellelig forening, dvR.er ikke-teellelig.

| det falgende bruger vi fglgende notation for en aben kugteBanach-rumx,
Bx(z,r)={ye X :|ly—z| <r}, B, := Bx(0,7).

Seetning 2(Seetningen om aben afbildningetragt ensurjektiv kontinuert lineaer afbildning
T: X — Y mellem Banach-rum. Hvid C X er enaben maengde, da &t{A] aben iY'.

Bevis: Vi pastar at) er et indre punkt fofl'[ B,] for ethverts > 0. Pastanden vises som falger.
Lad s > 0. Eftersom[” er pa, geelder

Y = T[B.d = | nT[B.).

Iflg. Baires saetning kan vi finde &t[B,,;] = nT[B,] med ikke-tomt indre. DvsT'[B,] har et
ikke-tomt indre. Lady, veere et indre punktT'[B;], og veelg en kuglé3y (yo,c) C T'[B;]. For
y € BY geelder

Yy = (y + yO) — Yo € T[Bs] + T[Bs] g T[BQS]



Dvs. 0 er et indre punkt '[B,,] for alle s > 0.
Vi vil nu vise, atT[B,] C T[Bs]. Veelge > 0saBY C T[B,]. Lady € T[B;]. Bemaerk

at meengdenty — T'[B, »]) hary som indre punkt, da er indre punkt forl'[53,,]. Derfor er
(y —T[By)2]) NT(B,) en ikke-tom maengde [konkret: veelg en falge) C T'[B;] medu, — y.
Sé& vilu,, efterhanden tilharg + BY,]. Veelgz, € By sdy — Ty € B, C T[By]. Veelg
To € Bl/g sa

y — Ty — Ty € B, C T[Bya).
Vha. induktion veelger vi,,, € By sadan

Yy — ZT?L‘] - B€Y21—n C T[Bg—n]

j=1
Bemaerk ab " [|z;|x < >272,2'7 =2s4xr =3 2 x; € B, konvergere og

y:T<§xj) — T(a).

Altsa geeldeBY C T[B;] C T[Bs] 0gT[B,] har et ikke-tomt indre. Ved skalering falgertaer
et indre punkt forl'[B;] for alle s > 0.

Nu kan vi vise saetningen. Ladl C X veere aben. Lad € A og veelgs > 0 saBx(x,s) C
A. Eftersom0 er et indre punkt fofl'[B,], sa erT'(x) et indre punkt forl'[Bx(z, s)] C T[A]
[linearitet giverT'[Bx(x, s)] = T(x) + T[B,]]. Daz € A var vilkarlig falger atT'[A] er aben[]

Seetning 3(Saetningen om invers afbildningBetragt enbijektiv kontinuert lineger afbildning
T: X — Y mellem Banach-rum.2ghar T en kontinuert inver§™—!.

Bevis: T er aben, sd'~! er kontinuert. O
Falgende opgave viser endnu et eksempel pa hvor steerksBaming faktisk er.

Opgave:

a) LadV og W veere normerede rum. Betragt en lineeger afbildrilngl” — W. Vis atT er

begraenset netop nar meengdenc V : ||Tz||w < 1} har et ikke-tomt indre.

b) Brug princippet fra a) og Baires saetning til at bevise $agt8.7 pa side 31 i [P]. Vink: Be-

tragt de lukkede meengdéty, = {z € V : ||Thz|lw < nforalle\ € R}. Pr. antagelse gaelder

V - Unzlsn.

c) Brug Saetning 3.7 til at bevise Proposition 4.17 pa sideg[Bjt



