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1 Euler-Cauchy-ligninger

[Bogens afsnit 2.5, side 71]

1.1 De tre typer af Euler-Cauchy-ligninger

Efter at have beskeeftiget os med andenordens homogene linezere ODE’er med konstante koeffi-
cienter, gar vi i gang med en bestemt type andenordens homogene linezere ODE’er med variable
koefficienter, nemlig de sdkaldte Euler-Cauchy-ligninger, som er ODE’er af typen

2?y"(x) + azy'(z) + by(x) = 0,

hvor a og b er konstanter. Som for i lignende situationer prover vi forst ad med en simpel funktion,
som ligner koefficienterne, nemlig f(z) = z™:

22 f"(x) + axf'(x) + bf (z) = 2*m(m — )™ 2 + axmz™ " + ba™
= 2™ (m(m — 1) +am + b)
=2™(m* + (a — 1)m + 1),

som i hvert fald er 0, hvis andengradspolynomiet i m, m? + (a — 1)m + b, er 0. Som i tilfeeldet med
konstante koefficienter skal vi altsd betragte tre tilfeelde, nemlig to reelle, én reel dobbelt- og to
komplekse redder. Determinanten er d = (a — 1)? — 4b, s& det svarer til:

Positiv diskriminant: (a — 1)?> — 4b > 0 og to reelle redder

De to rodder er givet ved my = 5%+, /1(a — 1)? — b, og to lineeert uatheengige losninger er derfor

m2

yilr)=a™  og  y(a)=u

Alle andre losninger findes sdledes ved linearkombinationer af disse to.
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Diskriminanten er 0: (a — 1)*> — 4b = 0 og én dobbeltrod
Dobbeltroden er givet ved my = 5% som svarer til lesningen
volx) =",

og en anden losning kan nu findes vha. metoden reduktion af orden. Forst skal ODE’en bringes
pa standardform (ellers dur formlen ikke):

a b a (a—1)2
y'(x) + —y'(2) + 5y(@) = y'(2) + —y/(2) + 5 —y(@) = 0,
hvor b = @, da determinanten var antaget lig nul. Folger man nu metoden slavisk (og regner

rigtigt), kommer man frem til, at u(x) = In|z| (afheengig af konstantvalg undervejs kan det veere,
at man i stedet har fdet & = c;u + ¢y, men det er ligegyldigt, saleenge c; # 0). Reduktion af orden
giver sdledes den af y, linezert uafheengige losning

yr(x) = ln|:v|a:lfTa,

og alle andre losninger kan findes som linearkombinationer af y, og v;.

Negativ diskriminant: (a — 1)* — 4b < 0 og to komplekse redder

Her er redderne m4,; = I_T“ +iy/b— %(a —1)2, og skal vi finde en losning, skal vi saledes igen til

at lege med Eulers formler og veere lidt pd matematisk tynd is (vi har ikke de rigtige argumenter).
Fifler man tilstraekkeligt leenge, ndr man frem til, at

Yeos(T) = 2" cos( b—1(a— 1)2111(:6)) 0g  ym(z)=a72" sin( b—1(a—1)? ln(q:))

er to linezert uaftheengige losninger. Det er dog ikke tilfeeldigt, hvis I ikke har set sin o In eller cos o In
for: problemer med disse losninger optraeder sjeeldent i praksis.

2 Eksistens og entydighed samt konsekvenser heraf

[Bogens afsnit 2.6, side 74]

2.1 Eksistens og entydighed for andenordens homogene
lineeere ODE'er

Vi sa i lektion 3, at der var eksistens og entydighed af lesninger under visse betingelser for
forsteordens-ODE’er. Noget tilsvarende gor sig geeldende i tilfeeldet andenordens homogene li-
neeere differentialligninger

y'(x) + p(2)y'(x) + q(2)y(x) = 0. Q)
Som i fersteordenstilfaeldet er eksistens- og entydighedsseaetningerne bundet op pa et IVP, dvs. vi
skal have fat i en IC som i andenordenstilfeeldet ser ud som felger:

y(zo) = Ko og  yolzo) = Ki (2)

Vi kan nu formulere saetningen:



Saetning 2.1 (Bogens Theorem 1 pa side 74). Huis koefficientfunktionerne p og q er kontinuerte pd det
dbne interval I og xo € I, sd eksisterer der netop én losning til IVP’et givet ved (1)) og ).

Beviset er udenfor dette kursus’ afgreensning. Det er konsekvenserne af seetningen dog ingen-
lunde, og vi vil om lidt se indtil flere meget vigtige konsekvenser af denne seetning, inkl. sidste
lektions pdstand om, at ndr vi havde fundet to lineaert uafheengige losninger, s kan vi finde resten
ved linearkombinationer.

Vi vil nu vise folgende proposition:

Proposition 2.2. To losninger y, 0 y, til ODE’en (1)) defineret pd samme interval I er lineaert uafhaengige

hvis og kun hvis
Gim) o5 (i)

er lineaert uafhaengige for alle x € 1.

Bevis. Bemeerk, at yy = 0 er en losning for alle homogene, linecere ODE’er og lineert afthaengig af
alle andre losninger. Antag nu, at y; og y» er to lineert uaftheengige losninger til IVP’et givet ved
og (2), hvor p og ¢ er kontinuerte. Veelg et punkt o € I. Vi viser forst, at vi ikke kan have
y1(zo) = ya(x0) = O:

Pastand 1: y;(xo) 09 ya(xo) kan ikke samtidigt veere 0. Hvis y;(zo) = 0, sd er yi(zo) # 0 da vi pr.
entydighed ellers havde, at y; = v, som ikke kan veere lineeert uatheengig af andre losninger. Det
samme geelder for y,. Vi har altsd, at hvis y;(zo) = y2(x¢) = 0, sd er y}(zo) # 0 0og y5(zo) # 0. Seet

y5 (w0

nua = /—) S4a er
yl(IO)

ggﬁgz;yi(%) = yé(l‘o),

ay1(wo) = ya(wo) 0og ay (o) =

og ay, og ys er pr. entydighed identiske. Dette er i modstrid med antagelserne om uafhengighed.
Altsa ma der veere noget i vejen med antagelsen om, at y;(zg) = y2(zo) = 0. o

Vi kan konkludere, at mindst ét af tallene y; (xy) og y2(z¢) er forskelligt fra 0. Om y;(z() # 0
eller y»(zo) # 0 er ligegyldigt, sa vi antager, at y; (z) # 0 og bytter blot rundt pa y; og y», hvis det
ikke er tilfeeldet. Vi vil nu vise folgende:

Pastand 2: Hois yy (o) # 0, sd er ayi(xo) = y2(xo) 0g ay(zo) # y5(zo) for a = zfgzgg Vi ser forst
at

ay (o) = %ym) — (),

men hvis vi sd har, at ay; (z¢) = y5(xo), sd vil ay; og y» veere samme losning jf. entydigheden. Dette
er i modstrid med antagelsen om uafheengighed. o

Antag nu, at der findes to tal ¢; og c», ikke begge lig 0, s&
y1(zo) Y2 (xo)) <O)
/ + / = . 3
“ (yxxo)) “ (y2<xo> 0 3)

c1y1(wo) = —cay2(20)- (4)

Specielt er
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Pastand I betyder som sagt, at vi kan antage, at y;(zo) # 0. Men sa giver Pastand II os at

a01y1(930) = 0192(930) = —a02y2(5170),

sd enten er y»(zo) = 0, eller ogsa er a # 0 og acy = ¢;. Antag forst, at y2(z¢) = 0. Sa giver Pastand
Log @), at c; = 0 = a og samtidig, at y4(xo) # ay;(zo) = 0, s& (B) kan ikke veere opfyldt, med
mindre ogsa c; = 0, i modstrid med antagelsen.

Vi mangler nu kun tilfeeldet y5(zo) # 0 hvor altsa a # 0 og —acy = ¢, hvilket kort kan skrives
a = —2—; # 0 (grundet antagelsen om, at ikke bade ¢, og ¢, er 0 giver —ac, = ¢; og a # 0 forst,
at de begge ma veere forskellige fra 0, og vi kan herefter dividere med c,). I dette tilfaelde kan

reduceres til
o () = () - (0)

hvilket er i modstrid med Pastand II. Det var den forste halvdel af seetningen, nemlig, at lineeer
uafheengighed af lasningerne medforer linecer uafhaengighed af

y1 (o) yz(%))
0 : 5

Ghiem) o (i ©
Anden halvdel af seetningen, nemlig at afthaengighed af losningerne medferer afthaengighed af
for alle z € I, er heldigvis lettere. Antag nu, at y; og v, er to lineeert afheengige losninger og at ¢;
og ¢, er de to tal, ikke begge 0, sd c1y; + coy2 = 0. Sd er ogsa c1y; + coysy = 0. Evaluerer vi nu disse
to funktionsudtryk i et punkt x, sa folger det, at ogsa ¢, (;, Eigg ) + e zzgg; )=(9). O
Da lineer uatheengighed af to vektorer i R? reducerer til at determinanten af matricen, der har

de to vektorer som sgjler, er forskellig fra 0, far vi felgende korollar til Proposition 2.2}

Korollar 2.3 (Bogens Theorem 2 péd side 75). To losninger y; 0g y» til ODE’en y" + py' + qy = 0,
hvor p og q er kontinuerte pd et dbent interval I, er lineert uafhaengige sifremt deres sikaldte Wronski-
determinant

Wy, y2) = det (y/l y%) = Y1¥s — Yol
U Yo

er 01 ét (og dermed alle) xo € 1. Omvendt er W (y1, y2) = 0 for afhaengige y, 0g yo.

Bemeerk, at W (y1, y2) er en funktion: W (yy1, y2)(z) = y1(2)yh(x) —y2(z)yi(z). Vier dog sd heldige,
at enten er den identisk 0, eller ogsa er den aldrig 0.

Bevis. Det er stort set bare en omformulering af Proposition [2.2|jf. bemaerkningen over korollaret.
Vi knytter dog lige en kommentar til dét med, at hvis Wronski-determinanten er forskellig fra 0
i ét punkt z, sa er den det overalt. Vi konstaterer, at hvis W (y1, y2)(z0) # 0, sd kan vi ikke have,
at c1y; + c2y2 = 0 med mindre at ¢; = ¢ = 0, fordi vi ellers ogsa ville have, at c;y; + c2y2 = 0 og

dermed ville vi specielt have at ¢, (,, Ezgg ) + ey Eigg ) = (). Og hvis dette er tilfeeldet, sa er ogsa

W (yr,y2)(z0) = 0. O

Vi er slet ikke feerdige med at drage konklusioner af Proposition 2.2 og Seetning 2.1}
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Korollar 2.4 (Bogens Theorem 3 og 4 pa side 77 og 78). Huis p 0g q er kontinuerte pd det dbne interval
I, sd har ODE’en y" + py’ + qy = 0 to lineaert uafheengige losninger vy, 0g y defineret pd I. Huis vy, 0g 2
er lineaert uafhaengige losninger pd 1, sd kan alle andre losninger kan skrives pd formen

Yy = C1y1 + 2.
Ydermere er alle y pd ovenstdende form en losning.

Bevis. Vibegynder nedefra med at konstatere, at vi allerede sidste gang sa, at losningsrummet er
lukket under linearkombinationer, hvilket medferer sidste linje i korollaret.

At vi kan finde to linezert uathaengige losninger, folger af entydighedsseetningen, hvor vi veel-
ger et x; og begyndelsesbetingelserne v, (z9) = 1 0og vy} (zo) = 0 samt y2(zo) = 0 0g y4(xo) = 1, som
giver Wronski-determinanten W (yy, y2)(zo) =1 # 0.

Lad y; og y» veere tilfeeldige, linecert uathaengige losninger og y en vilkarlig losning, vi gerne
vil skrive pa formen y = cyy; + coy». Vi skal blot lose folgende lineaere ligningssystem i variablene

C1 Og Cy
(yl(l’O) 92(1’0)) (01) _ (y(%))
n(zo) ya(ro)) \c2 y' (o)
som har en entydig lesning da matricens determinant er Wronski-determinanten i z, og dermed

forskellig fra 0 jf. Korollar og matricen er dermed invertibel. Seetter vi nu § = c,y1 + 2y har
vi, at § er en losning, 3(zo) = y(zo) 0g 7' (z0) = y'(x0), sa pr. entydighed er § = y som ensket. [J

Neestsidste korollar:

Korollar 2.5. Andenordens homogene lineaere ODE’er med kontinuerte koefficientfunktioner har todimen-
sionelle losningsrum.

3 Andenordens ikke-homogene linaere ODE’er

[Bogens afsnit 2.7 pa side 79]

3.1 Generelle og partikuleaere losninger

Genkalder vi os beviset for, at summer og skaleringer af losninger til homogene linzere ODE’er
igen er losninger, s mindes vi, at det hele koges ned til, at hgjresidener 0: 0+0 =0oga-0 = 0. Vi
odelegger nu alt (naesten da) i dét argument ved at betragte ikke-homogene andenordens linezere
ODE’er:

v +py +qy=r (6)

hvor p, ¢ og r er (normalt kontinuerte) funktioner, og r # 0. Det parentesiske “naesten da” er
selviolgelig ikke sd parentesisk, ndr det kommer til stykket, idet regnestykker som 0 + r = r og
a -0+ r = r giver anledning til begreberne partikulere og generelle losninger:
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Definition 3.1 (Bogens Definition p4 side 80). En konkret losning y, pa et interval I til ODE’en (7)
kaldes en partikuler lesning. Hvis ydermere v, og y» er lineaert uaftheengige losninger pa I til den
tilsvarende homogene andenordens linezere ODE (1)) pa side 2} sa kaldes

Yg = YUp + c1y1 + Cay2

en generel losning.
Lad L betegne den linezere operator givet ved

L{y)(z) = y"(x) + p(2)y' () + q(x)y(z).
Sa kan (7)) og () skrives hhv.
L{y)=r og Lly) =0.
Med denne notation pa plads viser vi hurtigt folgende:

Satning 3.2 (Bogens Theorem 1, side 80). En generel losning er en losning til (7), og differensen mellem
to partikuleere losninger til (7) er en losning til (T)).

Bevis. Lad y, = y, + c1y1 + c2y2 veere en generel losning. Sa er
L(yg) = L(yp) + c1L(y1) + c2L(y2) =7 +c1- 0+ -0 =,
0g y, leser altsa (7). Omvendt, lad y, og 7, veere to forskellige lasninger til (7). S& er
L(yp = 9p) = L(yp) = L(gp) =7 =7 =0
og Y, — U, loser altsa (1). O
Sidste korollar i felgen af korollarer, der fulgte Proposition 2.2 pd side [3|er:

Korollar 3.3 (Theorem 2, side 80). Lad p, q og r veere kontinuerte og y,, y1 08 y» vaere som i Defini-
tion Da kan enhver losning skrives som en generel losning

Yg = Yp + C1y1 + G2
for passende valg af c; 0g cs.

Bevis. Lad g, vere en losning, som vi vil skrive pa formen g, = y, = y, + c11 + c2y2. Daer

Yp = Yp + @p —Yp) = Yp + 191 + C2to

idet ¢, — y, er en losning til den homogene ODE jf. Seetning som kan skrives pd formen
c1th + c2y2 jf. Korollar 2.4] O

3.2 Stabilitet af losninger for ODE’er med konstante
koefficienter

Sidste gang sa vi pa lesninger af andenordens homogene linezere ODE’er med konstante koefficienter
og viste, at det at finde losninger svarede til at finde redder i det tilherende karakteristiske poly-
nomium. Vi bemeerkede ogsd, at disse lasninger konvergerede mod 0 for  — oo hvis og kun hvis
rodderne var negative eller havde negativ realdel. Dette betyder i det ikke-homogene tilfeelde, at
y, konvergerer mod y, for x — oo, hvis og kun hvis redderne i det karakteristiske polynomium er
negative eller har negativ realdel. Er det tilfeeldet, kaldes ODE’en stabil, mens den i det modsatte
fald kaldes ustabil.



3.3 De ubestemte koefficienters metode

Vi vil nu se pd en relativt nem og hurtig — men ikke nedvendigvis skudsikker — metode til at finde
losninger til andenordens ikke-homogene lineaere ODE’er med konstante koefficienter, dvs. ODE’er
pa formen

y' +ay +by=r, (7)

hvor a og b er konstanter og r er en kontinuert funktion. Vi har sd smat diskuteret den i specialtil-
feelde, men vil nu gore det mere systematisk. Det handler om at geette kvalificeret pd en losning.
For at vaere konkret kommer her en tabel samt en opskrift pd at bruge den.

Ledir(x) Valg af led i y,(z)

ke® Cer™
kx"(neN) | Kya" + K, 2" '+ -+ Kzt + K,
k sin(wx) }

k cos(wx)

ke** cos(w) }

ke™* sin(wx)

K cos(wz) + M sin(wz)

e (K cos(wx) + M sin(wz))

Metoden gar ud pa at gore folgende: Hvis r kan skrives som en sum af funktioner fra venstre side
i ovenstdende tabel, s& veelges v, som summen af de tilsvarende udtryk pa hejresiden i tabellen.
Kald funktionerne i y,-summen f;, sd y, = > .., f;- Seetnu L = D* + aD + bl, s& (7) kan skrives
som

L{y) =r

Hvis L(f;) = 0, sa erstat f; med funktionen fiix — fi(x). Er ogsa L( ﬁ) = 0 (f; svarer til en
dobbeltrod), s& erstat med = — 2 f;(z). Til sidst bestemmes koefficienterne i f;’erne (C, K, M og
Ky, ..., K,). Metoden er illustreret i bogens Example 1, 2 og 3 pa siderne 82-84.
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