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1 Selve opgaven

Bevis for Sætning 6,5 (b)
Vis, at hvis punktfølgerne xk∞

k=1 og yk
∞
k=1 er konvergente, s̊a er punktfølgerne

xk ± yk
∞
k=1 konvergente, og

lim
k→∞

(xk ± yk) = lim
k→∞

xk ± lim
k→∞

yk (1)

2 Løsningen

Beviset er et direkte bevis.
Først antages det, at punktfølgerne xk∞

k=1 og yk
∞
k=1 er konvergente, hvorved

Definition 6, 2 (Konvergens af punktfølge) gælder:
En punktfølge xk∞

k=1 i Rn siges at være konvergent, hvis der eksisterer et punkt
x ∈ Rn s̊aledes, at

lim
k→∞

|| x− xk ||= 0 (2)

I s̊a fald kaldes x for følgens grænsepunkt, vi siger, at punktfølgen konverg-
erer mod x, og vi skriver

xk → x for k →∞ eller lim
k→∞

xk = x

Dette gælder ogs̊a for punktfølgen (yk)∞k=1, alts̊a:

lim
k→∞

|| y − yk ||= 0

og
yk → y for k →∞

Sæt nu xk ± yk = zk og x ± y = z, hvorved det skal bevises, at zk → z for
k →∞ der i følge definition 6,2 svarer til at || zk − z ||→ 0 for k →∞.
Vi indsætter nu z’s udtryk heri og vi skal alts̊a vise at:

|| (xk ± yk)− (x± y) ||→ 0 for k →∞
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hvilket kan omskrives til

|| xk ± yk − x∓ y ||→ 0 for k →∞

hvilket igen kan omskrives til

|| (xk − x)± (yk − y) ||→ 0 for k →∞

Vi skal bevise at

∀ ε > 0 ∃N ∈ N ∀ k ∈ N : k ≥ N =⇒|| (xk − x)± (yk − y) ||< ε

S̊a lad ε > 0 være givet først ser vi p̊a

|| (xk − x)± (yk − y) ||

og observer ved hjælp af trekantulighen at

|| (xk − x)± (yk − y) ||≤|| (xk − x) || + || (yk − y) ||

Vi ved at xk − x→ 0 for k →∞ derfor eksisterer der et N ′ ∈ N
s̊aledes at k ≥ N ′ ⇒|| xk − x ||< ε

2 og vi ved at yk − y → 0 for k →∞
derfor eksisterer der et N ′′ ∈ N s̊aledes , at k ≥ N ′′ ⇒|| (yk − y) ||< ε

2
Vælg nu N = max{N ′, N ′′}. S̊a har vi for k ≥ N :

|| (xk − x)± (yk − y) ||≤|| (xk − x) || + || (yk − y) ||< ε

2
+

ε

2
= ε

Nu ved vi at
|| (xk − x)± (yk − y) ||< ε

for k ≥ N og det var det vi manglede for at vise at xk ± yk → x± y for k →∞

eller formuleret p̊a en anden m̊ade:

lim
k→∞

(xk ± yk) = lim
k→∞

xk ± lim
k→∞

yk
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