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Sætning 2.4
Lad (X, d) være et metrisk rum. S̊a er (X, Td) et topologisk rum, og alle åbne ku-
gler er åbne, mens lukkede kugler er lukkede mængder i den inducerede topologi.

Bevis Først skal det vises at (X, Td) er et topologisk rum. Dette gøres ved at
vise at alle tre punkter i definition 1.1 er opfyldt.

Td = {U ∈ P (x)|U er åben mht. metrik}.

(i) Hvis Ui ∈ Td, s̊a er
⋃
i∈I Ui ∈ Td.

Lad x ∈
⋃
i∈I Ui være givet, s̊a ∃i0 ∈ I s̊a Ui0 ⊆

⋃
i∈I Ui, hvor x ∈ Ui0 . Da Ui0

er en åben mængde, m̊a x være et indre punkt i Ui0 , derfor ∃r > 0 : Br(x) ⊆ Ui0
⊂

⋃
i∈I Ui Dermed er det ogs̊a et indrepunkt i

⋃
i∈I Ui

(ii) Hvis Ui, Uj ∈ Td, s̊a er Ui ∩ Uj ∈ Td.
Lad x ∈ Ui ∩ Uj være givet, da x er et indre punkt i Ui og Uj , r vælges til
r = min{ri, rj}, hvor ri og rj er defineret p̊a passende vis, dermed ∃r > 0 :
Br(x) ⊆ Ui ∩ Uj .
Alts̊a er x et indre punkt i Uj ∩ Uj og da x ∈ Ui ∩ Uj var vilk̊arligt valgt, er
Ui ∩ Uj åben.

(iii) Vi har b̊ade X ∈ T og ∅ ∈ T .
Det skal vises, at X og ∅ udelukkende best̊ar af indre punkter. Lad derfor
a ∈ U = X. S̊a er Br(a) ⊂ X ∀ r, hvilket vil sige, at a er et indre punkt. ∅
best̊ar naturligvis udelukkende af indre punkter, da det er den tomme mængde.

S̊a skal det vises at en åben kugle er en åben mængde. Lad x ∈ Br(a) og

x0 ∈ Bε(x) hvor ε = r−d(x,a)
2 S̊a gælder der ifølge trekantsuligheden at

d(x0, a) ≤ d(x, a) + d(x, x0) < d(x, a) + ε =
r + d(x, a)

2
< r

Dermed er alle punkter i Br(a) indre punkter og der gælder at Bε(x) ⊆ Br(a)
og Br(a) en åben mængde.
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Det vises nu at en lukket kugle er en lukket mængde.

Det skal alts̊a vises at Br(a)
C

er en åben mængde.

Lad x ∈ Br(a)
C

og lad b ∈ Bδ(x) hvor δ = d(x,a)−r
2 . Bemærk at d(x, a) > r ⇒

δ > 0. S̊a gælder det at

d(a, b) ≥ d(x, a)− d(x, b) > d(x, a)− δ =
d(x, a) + r

2
> r

Derfor følger det at Bδ(x) ⊂ Br(a)
C

og Br(a)
C

er åben.
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