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9A — Normalkrumninger

9A — Normalkrumninger

Normalsnit
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Normalkrumning og geodaetisk krumning for en fladekurve
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2.fundamentalform til beregning af normalkrumninger
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9A — Normalkrumninger

Normalsnit og normalkrumning

S flade. P € S punkt
v € TpS: tangentretning
v(P) normalvektor til S i P
Iy (P) normalplan i retning v
speendt af v og v
Cy(P) = II,(P)NS:
normalsnit i
tangentretning v
kn(P;Vv) normalkrumning:
krumning af

normalsnit i
normalplan
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9A — Normalkrumninger

Normalkrumninger

Til hver af de uendelige mange tangentretninger (vinkler) 6 i
tangentplanen TpS svarer en normalkrumning k,(P;6).
Hvordan kan man fa et overblik over alle disse

normalkrumninger?

I hvilken retning er den starst, hhv. mindst?
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9A — Normalkrumninger

(t)

K(t)h kg (1)

(t,7,v) er et medfalgende ko-
ordinatsystem langs med kur-
ven. t og y udspeender tan-
gentplanen.

Geodeetisk krumning og normalkrumning

t: kurvens enhedstangent-
vektor

n: kurvens hovednormalvek-
tor

v: fladens normalvektor

¥ = v xt den indre
normal (i tangentplanen)

L N o ,on = (cosf)v + (sin6)y

t' =xn = kyv +kg7y

kn =t -v =xcos#

kurvens normalkrumning
(skyldes fladen)

kg =t'-y=xsinf

kurvens geodeetiske krum-
ning (i tangentplanen; skyl-
des kurven)
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9A — Normalkrumninger

Beregning af normalkrumning 1

Parameterfremstilling for flade: r(u,v)
Parameterfremstilling for fladekurve: x(t) =r(u(t),v(t))
Kurvens enhedstangentvektor: t(t)

Kurvens hovednormalvektor: n(t)

Fladens normalvektor langs med kurven: v(t) = v(u(t),v(t))

Lo 1 gy 1y
CTds T g dt

v(t)  dt
2.1(t) - v(t) =0 = t'(t) - v(t) +t(t) - v/(t) = 0
3. kn(t) = &5 (VD) - v() € — &5 (1) v (1)
Normalkrumnlng kn(t) afhaenger kun af tangentretningen

t(t)!
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9A — Normalkrumninger

Beregning af normalkrumning 2

4.
vV o= yu +nVv «— vs afledede langs med kurven
t = I(ryu+rv') < tlangs med kurven.
ke 2 L(—t-v)

5.

- _v_lZ((rU ) (U)2 4 (ry - wy + 1y -y )u'v’
+(ry - w)(v)?).
6. v-ry=v-ry,=0=v,-ry+v-ry =0o0sv.

6
e - _ru . Vu (:) V- ruu
6
7 f _rv * Vu (:) V- rvu
' ©)
f —fy-Ww = V-Iyw
(6)
g = —Ihv-w = V-Iw
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9A — Normalkrumninger

Den anden fundamentalform

Normalkrumningen i tangentretningen t = ary + bry:
@=u,b=V)

(57) ea’+ 2fab+ gb?

V2
ea®+2fab+gb?  li(a,b)
Ea2 +2Fab + Gb2  I(a,b)

(E, F, G: Koefficienter i den 1. fundamentalform)
Koefficienterne e, f, g i den 2. fundamentalform Il (a, b):

ruu * (ru X rv) .
Iru X ry|

ruv * (ru X rv)

w Y Iry X ry|

e:ruu‘V:

rvv * (ru X rv)

g \\% v |ru % rv|
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9B — Krumninger i fladepunkter

9B — Krumninger i fladepunkter
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Hovedkrumninger k; og ko
Eulers formel

Gausskrumning K
Middelkrumning H

Praktisk beregning af k; og k>
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9B — Krumninger i fladepunkter

Hovedkrumninger og Eulers formel

Blandt alle normalkrumninger i et punkt P € S findes der en
stgrste og en mindste: de to hovedkrumninger k; og ko.

De tilsvarende tangentretninger t; og t, kaldes hovedretninger.
Eulers seetning.

1. t; - t, = 0: Hovedretningerne ortogonale.

2. Normalkrumning i tangentretning t med vinkel 8 mellem t;
og t:
kn(t) = cos(6)?ky + sin(6)?k,.

Hvordan beregnes kq, ky, t1,15?
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9B — Krumninger i fladepunkter

Gauss - og middelkrumning

Hovedkrumninger kq, k, =
eg — 2 starste/mindste normal-
EG — F2 krumning =

rgdder i polynomiet

Gauss: K =

middel:H:eG+gE_2fF k2 —2HK +K =0
2EG-F?) 4 —H4VHZ_K
kp=H—vHZ—K

k2_2Hk+k Alt kan beregnes ved

\ / brug af koefficienterne

H y E,.F,G,e,f,g af de to fun-

“\\"J—/kl ' damentalformer.
K — Bemaerk:

K =kk, H

. ki + ko
2
Interpretation? 11/12




9B — Krumninger i fladepunkter

Eksempel: Vindeflade

r(u,v) = [vcosu,vsinu,u]

ru(u,v) = [—vsinu,vcosu,1];r,(u,v) = [cosu,sinu, 0]
E(u,v)=v2+1F(uv)=0G(uv)=1

(ry xry)(u,v) =[—sinu,cosu, —V]

|(ry x ry)|(u,v) = vV1+v2=+EG —F2

v(u,v) = 11\/2 [—sinu,cosu, —V]

rw(u,v) = [—vcosu, —vsinu,0]

rav(U,v) = [—sinu,cosu,0];ry (u,v) =0

e(u,v) = 0,f(u,v) = 7t g(uv) =0

K(u,v) = ﬁ H(u,v)=0
ky =

-1
1+v2 ko = 14v?
Hovedretninger: t; =

1 . _ —1
e rg+ry; = Tiv? fy+ Ty
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