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Trigonometriske funktioner
Nyttige formler

Additionsformler  » sin(a + B) = sina cos  + cosa sin B
» sin(a — B) = sinacos B — cosasin B
» cos(a+ ) = cosacos B —sinasin B
» cos(w — ) = cosacos B+ sinasinf
Dobbelte vinkler ~ » sin20 = 2sin6 cos 0
» c0Ss260 = cos?f —sin’f = 2cos?0 — 1 =
1—2sin’9
Halve vinkler  » cos@ = +4/3(1+ cos20)

> sing = +,/3(1 — cos26)
Differentiation  » f(x) = sinx = f’(x) = cosx
» g(x) =cosx = g'(x) = —sinx
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Omvendte trigonometriske funktioner

Definitioner  » sin™!:[-1,1] — -z, 7],
sinly =x & sinx =y
» cos™t:[—1,1] — [0, 7,
cos ly =x < cosx =y
»tan ':R— (—%, %),
tan~ly =x & tanx =y
Differentiation  » f(x) = sin‘l(x) = f/(x) = 1£x2
> g(x) = cos™H(x) = g'(x) = — o=

> h(x) =tan"'(x) = h'(x) = 135
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Taylorpolynomier

Givet en funktion f, som er n gange differentiabel i a.
Polynomiet Py (x) = f(a) + f'(a)(x —a) + & (x —a)2 + - - +

“”Q?a) (x—a)" =Y, “kﬁﬁa) (x —a) har felgende egenskaber:

1. P (a) =t (a),0 < k < n: de samme afledede i a som
den oprindelige funktion f;
2. P, er teet pa a det bedst approksimerende polynomium af
en grad som er hgjst n.
Hvis f er n + 1 gange differentiabel:
Restleddet (“fejlen”) Ry (x) = f(x) — Pn(x) er pa formen
Rn(x) = f(r:igz)!) (x —a)"*1 for et (ukendt) tal z mellem a og x.
Anvendelse: Hvis man har brug for at |R,(x)| < ¢ pa et interval
[a—6,a+ 6], sa skal man sikre at
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Vektorfunktioner

Vektorfunktion r(t) = (x(t),y(t), z(t)) beskriver kurve
vha. O—P: =r(t).
Differentiation: r'(t) = limy o HAU=M — (x/(1),y/(t), 2/ (1))
koordinatvis.
Betydning Hastighedsvektorv(t) r'(t); leengde

= /X/(t 2 +7/(t)2 svarer til farten i Py.
Acceleratlonsvektoren a(t) =V/(t) =r"(t); leengde = skalar
acceleration a( ) la(t)| # v/(t)!
Integration: [’ r(t)dt = (/2 x(t)dt, [Py (t)dt, [ z(t)dt
koordinatvis.
Anvendelse: Bestemmelse af parameterfremstilling r(t) med
udgangspunkt [
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Differentiationsregler

u(t),v(t) differentiable vektorfunktioner, h(t) en (almindelig)

funktion

1. (u(t)+v
)

2. (h(
3. (u(t)-
4. (u(
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Krumning - plane kurver; definition

» T(s) = (cos ¢(s),sin ¢(s)) — den vandrende
enhedstangentvektor; retning givet ved vinklen ¢(s) i
forhold til X-aksen.

» N(s) = T(s) = (—sin ¢(s), cos ¢(s)) — den vandrende
enhedsnormalvektor.

» T’(s) maler vinkelhastigheden ¢’(s) og er vinkelret pa
T(s):

> T'(s) = ¢/(s)(=sing(s), cos ¢(s)) = ¢'(s)N(s)
» Definition: Krumning «(s) = ¢/(s) ir(s):
T'(s) = x(s)N(s)

Martin Raussen
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Krumning - plane kurver; beregning

+x(t)v2(t)N(t) — og normal
komponent af accelerationsvektoren
» Projektionen pa normalvektoren ved prikprodukt med N(t):
K(t)v2(t) = a(t) - N(t) = a(t) - 75 (1)

~

> k() = gt () P (1) =

——L—— (X"(1),y" (1)) - (=y'(1). X' (1)) =

Martin Raussen
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Graenseveerdiregler

Hvis lim y).ap) f(X,y) = L og limy ) @ap) 9(X,y) =M, s&
geelder:

> Iim(x,y)—>(a,b)f( Y)

> iMpy)—@p) FXY)g (X y) = LM;

> lim vy (ab) ;(( ’y)) = & safremt M # 0.
Konsekvenser

» Summer, differenser og kvotienter af kontinuerte funktioner
er kontinuerte (for kvotienter: naevner # 0!)

» Polynomier i flere variable er kontinuerte
» Rationale funktioner (kvotienter af polynomier) er
kontinuerte (undtagen i poler: neevner = Q)

Martin Raussen
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Partielle afledede

f(a+h,b)—f(a,b)

Definition 2 (a,b) = fx(a, b) = limy_o [@N0)
S (ab) =1t (ab)=lim o fab+k)—t(ab)

Betydning fx(a, b) angiver haeldningen af (tangenten til)
x-kurven overy = b —y holdes konstant!
fy(a, b) angiver heeldningen af (tangenten til)
y-kurven over x = a — x holdes konstant!

Hgjere ordens partielle afledede: fyy, fyy, fyx, fyy Osv.
Hvis funktionerne er kontinuerte, sa geelder: fxy = fyx.

Martin Raussen
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Tangentplan og normal

Tangentplan til fladen givet ved z = f(x,y) i (a,b,f(a,b)):
Ligning: z —f(a,b) =fx(a,b)(x —a) +fy(a,b)(y —b).
Normal: n(a,b) = (fx(a,b),fy(a,b), —1) - eller et

multiplum!

Martin Raussen
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Anvendelser af partielle afledede

Kritiske punkter

Definition

f : D — R partielt differentiabel, D C R2. Et punkt (a,b) i Ds
indre kaldes kritisk, hvis fy (a,b) = fy(a,b) = 0.

Betydning: Grafen for f har i punktet (a, b) en horizontal
tangentplan. Derfor har funktionen f muligvis et lokalt extremum
i punktet. Men der kan ogsa veere tale om et sadelpunkt eller
lignende.

Metode: For at finde fs kritiske punkter skal man lgse
ligningssystemet bestaende af de to ligninger

fx(a,b)=0 og fy(a,b)=0.

Martin Raussen
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Anvendelser af partielle afledede

Optimering

Opgave: Find globale extrema (maxima, minima) for en partielt
diferentiabel funktion f : D — R, D C R2.
Metode: (nér D er et lukket og begraenset omrade i R?):

1. Find fs kritiske punkter i det indre af D: hvor de partielle
afledede er 0.

2. Find punkter pa Ds rand, hvor f har lokale extrema pa
randen.

3. Indseet de fundne punkters koordinater og sammenlign
veerdierne. Hvilke(n) er starst/mindst?

Martin Raussen



7. lektion

) 8. lektion
Anvendelser af partielle afledede )
9. lektion

11. lektion
12. lektion

Poleere koordinater

(r,0) —radius og argument(vinkel) — bestemmer punkter i

planen.

Omregning poleer — XY
X =rcos6,y =rsin6.
Omregning XY +— poleaer:

r=+/x2+y? (cos6,sinf) = (% 21),r #0.

Vinkelbestemmelse: inverse trigonometriske funktioner. Check
kvadranten!

Martin Raussen
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Anvendelser af partielle afledede

Cylindriske og sfeeriske koordinater

Cylindriske koordinater (r, 6, z): poleere koordinater i hver
vandret plan.

Sfeeriske koordinater: (p, ¢, 0): radius, breddevinkel 0 < ¢ < 7,
leengdevinkel 0 < 6 < 271

Omregning sfeerisk — XYZ:

X =psingcosfd,y =psingsind,z = pcos ¢.

Omregning XYZ +— sfaerisk:

b= VXT+YZ 122, g cos M(2), (o £ 0),
X
r

Martin Raussen
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Anvendelser af partielle afledede

Lineaer approksimatrion

En lineaer funktion z = A(x —a) + B(y — b) + C beskriver en
plan gennem P : (a,b,C).

Hvilket punkt i planen ligger over (a + Ax, b + Ay)?
z=A(@a+Ax—-a)+B(b+Ay —b)+C) =

(AAX +BAy) +C =dz +C.

z vokser med dz nar x vokser med Ax ogy vokser med Ay.
Funktionen z = fy(a,b)(x —a) +fy(a,b)(y —b) +f(a,b)
beskriver tangentplanen til grafen for f i P : (a,b,f(a,b)).
Dermed ligger punktet (a + Ax, b + Ay, f(a,b) + dz) over
(a+Ax,b+ Ay) med dz = fy(a, b)Ax +f,(a,b)Ay.

z vokser pa tangentplanen med dz nar x vokser med Ax og y
vokser med Ay.

Martin Raussen
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Anvendelser af partielle afledede

Differentiabilitet

Er den approksimerede veerdi z = f(a, b) + dz teet nok pa den

med Af =f(a+ Ax,b+Ay) —f(a,b)?

Ja, hvis differensen f(a + Ax,b + Ay) — (f(a,b) +dz) er
meget mindre end leengden af vektoren (Ax, Ay).
Definition

Funktionen f er differentiabel i punktet (a, b) (i det indre af
definitionsomradet), hvis

im f(a+ Ax,b+Ay) —f(a,b) — (fx(a, b)Ax +fy(a,b)Ay)
(AX,Ay)—(0,0) (Ax)? + (Ay)?

=0.

Martin Raussen
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Anvendelser af partielle afledede

Kriterier for differentiabilitet

Theorem

1. Hvis f har kontinuerte partielle afledede sa er f
differentiabel.
2. Huvis f er differentiabel sa eksisterer de partielle afledede.

3. Huvis f er differentiabel s er f kontinuert.

De omvendte pastande er forkerte.

Martin Raussen
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Anvendelser af partielle afledede

Kaederegel

Differentiation af sammensatte funktioner

y(u,v))

2y (ug, Vo)
0).Y(to))x'(to) +  2x(X(Uo, Vo))Xu (o, Vo)
zy (
zy(

+

X (o, Vo))Yu (Uo, Vo)
Uo, Vo) =
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Implicit differentiation

Tangenter til implicit givne kurver og flader

Givet:

@nskes:
Lasning:
Givet:

@nskes:

Lgsning:

Implicit given kurve C ved ligning F(x,y) =0
samt punkt (X, Yo) pa kurven

Heeldning af tangenten gennem (X, Yo).

Y0o0) = ~E

Implicit given flade S ved ligning F(x,y,z) =0
samt punkt (Xo, Yo, Zo) pa kurven

Heeldning af tangenter til x — kurve og y-kurve
gennem (Xg, Yo, Zo)-

_ _ Fx(x0.¥0,20)
Zx (Xo’ Yo, Zo) - F>z< (X0.¥0,20)
__ Fy(x0,Y0.20)
Zy <XO’ Yo. ZO) T Fz(X0.Y0.20)

Martin Raussen
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Anvendelser af partielle afledede

Gradient og retningsafledede

VE(x,y) = (f(x,y). By (x,¥));
Vg(x.y,z) = (9x(X,y.2).9y (X,¥.2),9z (X, Y, 2)).
Gradientvektor, gradientfelt

Duf(a, b) = limp - f((a,b)+hhu)—f(a,b):

Den retningsafledede af f i retning u < enhedsvektor.
Haeeldning af kurve over linie med parameterfremstilling
(a,b) + hu i punktet (a,b,f(a,b)).

Beregning af retningsafledede vha. gradientvektoren:

Duf(a,b) = Vf(a,b)-u
Interpretation: Gradientvektor Vf(a, b) har

» retning med sterst retningsafledede i P : (a,b,f(a,b)).
» starrelse |Vf(a, b)| = den sterste retningsafledede i P.

Martin Raussen
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Anvendelser af partielle afledede

Gradient og implicit givne flader

En flade S er implicit given ved ligningen F(x,y,z) =0,

dvs. den bestar af alle Igsninger til denne ligning.

(a,b,c) e S< F(ab,c)=0.

Gradientvektoren VF (a, b, c) er en normalvektor til fladen S i
P:(ab,c).

Den er normal til tangentplanen il fladen SiP : (a, b, c).
Ligning for tangentplaneni P : (a, b, c):

Fx(a,b,c)(x —a)+Fy(a,b,c)(y —b)+F,(a,b,c)(z—c)=0

Martin Raussen
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Integration for funktioner af flere variable 16. lekii

Riemann-sum. Planintegral

z = f(x,y) en (kontinuert) funktion pa en rektangel

R = [a,b] x [c,d].

Inddeling P = {Ry,..., Rk} i delrektangler. R; har areal AA;.
Veelg punkter (x*,y;") € R; i hver delrektangel.
Riemann-sum: YK ; f(x*, y*)AA;

beregner rumfang af et sgjlediagram som approksimerer
omradet over R og under grafen for funktionen f.
Planintegral: [ [ f(x,y)dA = limp_o T 1 F(x*, ¥, ) AA
Graenseveerdien giver rumfang for omradet over R og under
grafen for funktionen f.

|P|: inddelingens norm: sterste diameter i en af R;.

Samme definition hvis R er et mere generelt omrade. Nu
summeres over alle de delreltangler R; i et rektanguleert gitter,

Martin Raussen
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Integration for funktioner af flere variable

Egenskaber af planintegralet

1.

JJrcf(x,y)dA=c [ [Lf(x,y)dA, c €R
[ REY)+g(x,y)[dA = [ [Lf(x,y)dA+ [ [Lg(x,y)dA
-.m-a(R) < [[rf(x,y)dA <M -a(R)
(a(R) : Rsareal; m = ming f(x,y); M = maxg f(x,y))
S RTOGY)AA = [ [ f(x,y)dA+ [ [ f(x,y)dA
(R =Ry URy; a(R]_ N Rz) =0)
(1).(2): [ J er en lineeer afbildning.
(3): Nedre og @vre graenser for integralet ved

minimum/maksimum for funktionen pa R
(4): Integralet er additiv pa delomrader uden indre overlap.

Martin Raussen
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Integration for funktioner af flere variable

Beregning: Planintegral — dobbeltintegral

Faste greenser: R = [a,b] x [c, d]
ffR XydA fx afy =c xy)dydx—
fy:c fx:a X'y)dXdy

Variable greenser: R

vertikalt simpel R = {(x,y) |a <x < b 01(X) <y < go(x)}:
JJrf(x,y)dA = fx a ) (x y )dydx

horizontalt simpel
R={(xy)lec<y< dh hl(y) <x < hy(y)}:
[[ef(x,y)dA = fycf” f(x,y)dxdy

Generelt: Inddel R i vertikalt eller horlzontalt simple

delomrader (uden indre overlap). Beregn

inteﬂraler over delomrader oa summer.
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Integration for funktioner af flere variable

Areal. Rumfang

Areal af et omrade R i planen:
a(R) = / / 1dA
R

Rumfang afetomrade T = {(x,y,z) | (Xx,y) € R, fi(x,y) <

z <fa(x,y)}
(“over R, mellem f1(x,y) og fa(x,y)")

V(T) = [ [ (f2(0y) - filxy))dA

Martin Raussen
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Integration for funktioner af flere variable

Planintegraler i poleere koordinater

Definition og beregningsregel

Inddeling i poleere “rektangler”:

R ={(rcosf,rsinf)|0<r <r <rp,0; <0<6}

Areal A(R) = 12 (r; — 1) (62 — 61) = FArA.
Riemann-sum Y f(P))A(R;) = Y f (P ArA8 =
Riemann-sum for funktion f x r over saedvanlige rektangler.
Graenseovergang:

2 r
//f(x,y)dA:/2 /2 f(rcosé,rsinf)*rdrd6
R 9:91 r=rq

Faktoren r sgrger for at starre poleere rektangler (r stor) “vejer”
mere end sma poleere rektangler (7 lille).

Martin Raussen
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Integration for funktioner af flere variable

Planintegraler i poleere koordinater

Variable poleere greenser

R radialt simpel:
R ={(rcosf,rsing)|f; <6 <6,,0<ry(0) <r <rp(0)}

b2 rr2(0) .
//f(x,y)dA:/ / f(rcos6,rsin@)«rdrd6
R 0=0, I':I']_(Q)

R angulaer simpel:
R ={(rcosf,rsing)|0<ry <r <0 <O(r) <0(r)}

Iy Bz(r) .
//f(x,y)dA:/ / f(rcos@,rsin®)«rdodr
R r=ryJ60=01(r)

Martin Raussen
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Integration for funktioner af flere variable

Anvendelser af planintegralet

Densitet, masse, og tyngdepunkt af en plade

Densitet: lille rektangel R : §(R) = TR

a(R)
Punkt: 6(x,y) = limg_,(x y) 6(R).
Densitet ~» masse: m(R) = [ [; d(x,y)dA.
Tyngdepunkt (X,y) af plade R:

X = ﬁ//Rx&(x,y)dA
y = ﬁ//Ryé(x.y)dA

Symmetribetragtninger tillader somme tider at finde
tyngdepunkt uden integralregning!

Martin Raussen
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Integration for funktioner af flere variable

Anvendelser af planintegralet

Inertimoment af en roterende plade

En plade R drejes om en akse i rummet.

Inertimomentet af pladen beskriver “treegheden” mod
(drejnings)-acceleration. Et svinghjul med stort inertimoment
kreever et stgrre drejningsmoment for at accelerere lige sa
meget som et hjul med mindre inertimoment. Enhed: kg * m?.

| = //R|0(><.y)2f5(><,y)dA1
, — //R<x2+y2)(s<x,y>dA

ly = //Ryzé(x,y)dA
— X2

Iii = éé 5ix,‘idA
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Integration for funktioner af flere variable

Rumintegraler

Riemann-sum over kasser i rummet }; f(x*, y;*, ) Vol (T;)
approksimerer rumintegralet over legemet T

[ f(x.y,z)dV.

Beregning ved hjeelp af tripelintegral, f.eks. pé formen

y
/// (x,y,z)dV = / /2 / f(x,y,z)dzdydx
x=aJy=yi(x)/z=z1(xy)

Anvendelser:
» Rumfang

» Densitet ~» masse og massemidtpunktets koordinater for
rumligt legeme

» Inertimoment for rumligt legeme

Martin Raussen
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Integration for funktioner af flere variable

Rumintegaler

Cylindriske og sfeaeriske koordinater

Cylindriske koordinater (x =rcos6,y =rsin6,z):
T ={(rcosb,rsinf,z)la <6 <B,r1(0) <r <ry(0),2Z1(r,0) <
z < Zy(r,0)} with Zi(r,0) = z-(r cos6,rsinf):

z5(r,0)
///Tf X,y,z)dV = / / /2 f(rcos6,rsin6,z)rdzdrd
b=a Jr=ry(0) Jz=2,(r,0)

Sfeeriske koordinater

(x =psingcosh,y = psingsinf,z = pcos ¢):

T=UK%HM§0§ﬁwﬂ®§¢§¢d®mﬂ%®§p§
p2(o, }fffT (X,y,z)dV =

P2(0 p2(9.0) . . . 2
/ / / f(psingcosf, psin¢sinb, pcos ¢)p” sin gdpd
9=91(0) Jp=p1(.9)

Martin Raussen
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f 21. lekt
Komplekse tal og polynomier cxlen

Regning med komplekse tal

(X,y) © X +iy
ii=—1(v/—1= i)

(X1 +1iy1)+(x2 +iy2) = (X1 +X2) +i(y1 +Y2)

(X1 +iy1)- (X2 +iy2) = (X1X2 — y1Y2) +i(X1y2 + X2Y1)

De komplekse tal (C, +, -) danner et legeme:

Additionen og multiplikationen er kommutativ og associativ.
Den distributive lov geelder (gange ind i parenteser ok).

0 = 0+ i0 er neutralt element mht. addition;

1 = 1+i0 er neutralt element mht. multiplikation.

(X +1iy) + (=x +i(—y)) = 0 — additiv invers.

(x+iy) - (257 + iﬁ) = 1 — multiplikativ invers.

Martin Raussen
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f 21. lekt
Komplekse tal og polynomier cxlen

Komplekse tal pa poleer form

Z=ry«Z=X-+4Iiy =rcosf+irsing

|z| =1 = \/x2 4+ y2 > 0: modulus, numerisk veerdi;

f: argument.

Multiplikation: rg-rg, = (r-r')g e

Division: :T = (%)9,9/.
6/
Potenser: (rg)" = (r")n.¢-

n-te redder: (sy)" =rg =s =1, ¢ =2(0+2km),0<k <n.
Komplekse tal z # 0 har n forskellige n-te rgdder!
i(,, = {/r(cos & +isin &)(cos & 4 jsin %) 0 <

<n.

Martin Raussen
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f 21. lekt
Komplekse tal og polynomier cxlen

Polynomier med komplekse koefficienter

Algebraens fundamentalsaetning, (Gauss)

Ethvert komplekst polynomium

P(z) = anz" +an 12" 1+ .- -+ a;z +agafgradn > 1 har
mindst en (kompleks) rod zo € C: P(zy) = 0.

Hvis zg er rod i P(z), sa findes et polynomium Q(z), saledes at
P(z) = (z — z9)Q(z) (division giver rest 0).

Ethvert komplekst polynomium

P(z) = anz" +an,_1z"" 1+ ...+ a;z +agafgradn > 1 har
inden for C netop n rgdder (regnet med multiplicitet):

P(z) =an(z —z1)™(z —2)™2--- .. (z—25)™,)_ mj =n.

Ethvert reelt polynomium kan skrives som produkt af en
konstant samt linegere faktorer z — z; og kvadratiske faktorer


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Gauss.html
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Komplekse andengradsligninger

Lasninger af ligningen z? = d:
poleer form:d =ry = z = i\/F%

rektanguleer form: d = d; +id (r = y/d? +d?

7 = d = ig(\/rjtdﬁ—i\/r—dl), d, >0
i@(\/r—i—dl—i\/r —dl), d, <0.

Ligningen az? +bz 4+ ¢ = 0:

diskriminant D = b? — 4ac.

to lesninger z = —22vD,

=

~—

Martin Raussen



19. lektion
20. lektion

Komplekse tal og polynomier 21, [l

Den komplekse eksponentialfunktion

Definition _
Xty = (eX), = e¥-eV = eX(cosy +isiny).

Theorem
1. en1t?22 = e%1 .22, 7,2, € C.
2. (Eulers formler) _ ‘
cosy = 3(e¥V +eV) siny =1 (eV —eV).
Differentiation: Betragt funktionen
f(t) = e? = e*(cos(yt) +isin(yt)).

Theorem
f/(t) = ze?'. (Check bade realdel og imagineerdel!)
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Differentialligninger

Lineeere differentialligninger af 1. orden

X' +pt)x =q(t) = x(t) =?

Homogen dI: x/(t) +p(t)x = 0 = X = —p(t) for x(t) # 0.
Stamfunktion P/(t) = p(t) :
logx(t) = —P(t) + ¢ = x(t) = Ce "W).

Theorem

Lesningsmaengde Ly = {Ce "1 | C ¢ R}.

Inhomogen dl: Konstanternes variation: Lasning pa form
C(t)e PM: Veelg C(t) som stamfunktion
C/(t) = ePUq(t).

Theorem
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Differentialligninger

Lineeere differentialligninger af 2. orden
Det homogene tilfeelde 1

x"(t) +bx'(t) + cx(t) =0, b,c €R
Geet med eksponentialfunktion pa typen x (t) = eRt ~
karakterligningen R2+bR 4+ ¢ =0

med diskriminant D = b? — 4c. Tre tilfaelde:
D > 0: Karakterligningen har to radder
Rijz=3(—b=+ /D). To fundamentallgsninger
Xl(t) = eth,Xz(t) = eRet,
Lgsningsmeaengde
Ly = {ciefit 4+ ceRet | ¢, ¢, € R}
Veesentligt: Er Rq, R, positive/negative?
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Differentialligninger

Lineeere differentialligninger af 2. orden

Det homogene tilfeelde 2

D = 0: Karakterligningen har en dobbeltrod R = —%. To
fundamentallgsninger x (t) = et x5 (t) = teR".
Lgsningsmeaengde
Ly = {cieRt +coteR | ¢y, ¢, € R}

D < 0: Karakterligningen har to konjugeret komplekse
redder Ry, = 3(—b+iyv/-D) =a +iB.
Fundamentallgsningerne
x1(t) = e cos Bt, x,(t) = e* sin At fas som
realdel, hhv. imagineerdel af eRit,
Lgsningsmaengde
Ly = {c1e* cos Bt + ceMsinft | ¢y, ¢ € R}
Igen: Er « positiv/inegativ?
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Differentialligninger

Eksistens - og entydighedssaetning

Linezere differentialligninger

1. orden: x’ +p(t) -x =q(t) (I1)
p(t),q(t) kontinuerte funktioner pa abent interval 1.

Theorem
Givettyg € 1 0g Xo € R. S& har dI (I;) netop en lgsning som
opfylder begyndelsesbetingelsen x(tg) = Xo.

2. orden: X" + bx" +cx = q(t) (12)
q(t) kontinuert funktion pa abent interval I.

Theorem
Givet ty € | 0g X, Vo € R. Sa har dI (I,) netop en lgsning som
opfylder begyndelsesbetingelserne x(ty) = xo 0g X’ (tg) == vo.
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Differentialligninger

Superposition

Homogene og inhomogene lineeere differentialigninger

x"+bx'+cx= 0 (H)
x"4+bx"+cx = q(t) (1

» y(t) laser (1), x(t) laser (H)=y(t) + x(t) laser (I).

> y1(t),y2(t) loser ()= ya(t) —y2(t) loser (H).

»ylgser(=L =y +Ly={y+x|xely}.
Hvis man kender en (partikuleer) lgsning y (t) til ligning (1), sa er
alle andre Igsninger pa formen y(t) + x(t) med x(t) en lgsning
til ligning (H).
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Differentialligninger

Superposition

generel

X" +bx"+cx = qu(t) (17)
X" +bx"+cx = gq(t) (12)

> yi(t) laser (I1),y2(t) laser (I)= y1(t)+y2(t) loser
X" 4+ bx’ +cx = qy(t)+ga(t).
> yi(t) laser (I),re R = r-y;(t) lgser
X" +bx"+cx =r-gy(t).
> yi(t) laser (I1),y2(t) laser (I2),r,s€ R = ry;(t) + sy»(t)
lgser x”" + bx’ + cx = rqy (t) + sgz(t).
Arsag: x — x” +bx’ + cx er en lineger operator.
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Differentialligninger

Inhomogene lineeere differentialligninger

Geettemetode

x" 4+ bx’+cx =q(t) og q(t)

et polynomium q(t) = apt" + - - - + ast + ao.
Provy(t) = bpt" + - - - + byt + bg — et polynomium
af samme grad. ~~ lineaert ligningssystem.

en eksponentialfunktion q(t) = ke'.
Provy(t) = le™ — en eksponentialfunktion med
samme eksponent. ~ lineaer ligning.

en trigonometisk funktion q(t) = k coswt eller q(t) = I sin wt.
Prov y(t) = mcos wt + nsinwt. ~ lineaert
ligningssystem.
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