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Normalsnit og normalkrumning

Cv (P)
P

v

Πv (P)

S
ν(P)

S flade. P ∈ S punkt

v ∈ TPS: tangentretning
(enhedsvektor)

ν(P) normalvektor til S i P

Πv (P) normalplan i retning v
spændt af ν og v

Cv(P) = Πv (P) ∩ S:
normalsnit i
tangentretning v

kn(P; v) normalkrumning:
krumning af
normalsnit i
normalplan
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Normalkrumninger
Et program

Til hver af de uendelige mange tangentretninger (vinkler) θ i
tangentplanen TPS svarer en normalkrumning kn(P; θ).
Hvordan kan man få et overblik over alle disse
normalkrumninger?
I hvilken retning er den størst, hhv. mindst?
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Normalsnit og normalkrumning 2

Cv (P)
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Normalsnitkurven C er indeholdt i
normalplanen Πv(P) udspændt af
v og fladens (enheds-)normalvektor
ν.
Cs tangentvektor t er ens med v
i punktet P. Dens afledte t ′ – med
hensyn til buelængden s – i punktet
P er ligeledes indeholdt i Πv(P).
Desuden gælder t ′ ⊥ t, og derfor

t ′ ‖ ν.
t ′ har længde = krumning
kn(P; v) og retning ν(P) ⇒
t ′ = kn(P; v)ν(P).

kn(P; v) = t ′ · ν.
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Beregning af normalkrumning 1

Parameterfremstilling for flade: r(u, v)
Parameterfremstilling for fladekurve: x(t) = r(u(t), v(t))
Kurvens enhedstangentvektor: t(t)
Fladens normalvektor langs med kurven: ν(t) = ν(u(t), v(t))

1 d t(t)
ds = 1

s′(t) ·
d t(t)

dt s′(t) = v(t): fart!

2 t(t) · ν(t) = 0⇒ t ′(t) · ν(t) + t(t) · ν′(t) = 0

3 kn(t) = 1
s′(t) (t

′(t) · ν(t))
(2)
= − 1

s′(t) (t(t) · ν′(t))
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Beregning af normalkrumning 2

4 Kæderegel:
ν
′ = νuu′ + νv v ′ ← νs afledede langs med kurven

t = 1
s′ (ruu′ + rv v ′) ← t langs med kurven.

5

kn
(3)
= 1

s′ (−t · ν′)
= − 1

(s′)2 ((ru · νu)(u′)2 + (ru · νv + rv · νu)u′v ′

+(rv · νv )(v ′)2).

6 ν · ru = ν · rv = 0⇒ νu · ru + ν · ruu = 0 osv.

7

e = −ru · νu
(6)
= ν · ruu

f = −rv · νu
(6)
= ν · rvu

f = −ru · νv
(6)
= ν · ruv

g = −rv · νv
(6)
= ν · rvv
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Den anden fundamentalform

Normalkrumningen i tangentretningen t = aru + brv :
(a = u′, b = v ′)

kn(t)
(5,7)
=

ea2 + 2f ab + gb2

(s′)2

=
ea2 + 2f ab + gb2

Ea2 + 2Fab + Gb2 =
II(a, b)

I(a, b)

(E , F , G: Koefficienter i den 1. fundamentalform)
Koefficienterne e, f , g i den 2. fundamentalform II(a, b):

e = ruu · ν =
ruu · (ru × rv )

|ru × rv |
; f = ruv · ν =

ruv · (ru × rv )

|ru × rv |

g = rvv · ν =
rvv · (ru × rv )

|ru × rv |
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Hovedkrumninger og Eulers formel

Blandt alle normalkrumninger i et punkt P ∈ S findes der en
største og en mindste: de to hovedkrumninger k1 og k2.
De tilsvarende tangentretninger t1 og t2 kaldes hovedretninger.
Eulers sætning.

1 t1 · t2 = 0: Hovedretningerne ortogonale.
2 Normalkrumning i tangentretning t med vinkel θ mellem t1

og t:
kn(t) = cos(θ)2k1 + sin(θ)2k2.

Hvordan beregnes k1, k2, t1, t2?

Martin Raussen Kurver og flader i geometri, arkitektur og design 22. lektion



Gauss - og middelkrumning

Gauss: K =
eg − f 2

EG− F 2

middel: H =
eG + gE − 2fF

2(EG− F 2)

k2 − 2Hk + K

k2 k1

H

K −H2

k

Hovedkrumninger k1, k2 =
største/mindste normal-
krumning =
rødder i polynomiet
k2 − 2Hk + K = 0
k1 = H +

√
H2 − K

k2 = H −
√

H2 − K
Alt kan beregnes ved
brug af koefficienterne
E , F , G, e, f , g af de to fun-
damentalformer.
Bemærk:

K = k1k2 H =
k1 + k2

2
Interpretation?
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Eksempel: Vindeflade

r(u, v) = [v cos u, v sin u, u]
ru(u, v) = [−v sin u, v cos u, 1]; rv (u, v) = [cos u, sin u, 0]
E(u, v) = v2 + 1, F (u, v) = 0, G(u, v) = 1
(ru × rv )(u, v) = [− sin u, cos u,−v ]
|(ru × rv )|(u, v) =

√
1 + v2 =

√
EG− F 2

ν(u, v) = 1√
1+v2

[− sin u, cos u,−v ]

ruu(u, v) = [−v cos u,−v sin u, 0];
ruv (u, v) = [− sin u, cos u, 0]; rvv (u, v) = 0.
e(u, v) = 0, f (u, v) = 1√

1+v2
, g(u, v) = 0.

K (u, v) = −1
(1+v2)2 , H(u, v) = 0.

k1 = 1
1+v2 , k2 = −1

1+v2 .

Hovedretninger: t1 = 1√
1+v2 ru + rv ; t2 = −1√

1+v2 ru + rv .
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