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Underrum af Rn

Definition

Definition
En delmængde W ⊂ Rn kaldes et underrum (W ≤ Rn)
hvis der gælder:

0 ∈ W a;
u,v ∈ W⇒u + v ∈ W ;
u ∈ W , c ∈ R⇒cu ∈ W .

asikrer at W 6= ∅

Konsekvens og interpretation

Enhver linearkombination c1v1 + · · ·+ cnvn af vektorer
v1, . . . ,vn∈ W er selv indeholdt i W .

Typiske eksempler
Linjer og planer gennem Origo
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Underrum knyttet til en matrix
Søjlerum og nulrum

A en m× n-matrix svarende til en lineær afbildning
T : Rn → Rm.

Søjlerum og nulrum

Col A≤ Rm As søjlerum udspændt af As søjler a1, . . . ,an:
Col A = Span{a1, . . . ,an}.
Det indeholder alle elementer i billedmængden
T (Rn) ≤ Rm.

Nul A≤ Rn As nulrum Nul A := {x ∈ Rn|Ax = 0}.
Det består af alle løsninger af det homogene
ligningssystem givet ved Ax = 0.
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Basis for et underrum W

Definition
En delmængde B ⊂ W af et underrum W kaldes basis for W
hvis
B udspænder W : SpanB = W og
B er lineært uafhængig.

Konsekvens og interpretation

En basis er en minimal udspændende delmængde (mest
“økonomisk”).
Ethvert element x ∈ W har éntydige koordinater c1, . . . , cp
med hensyn til en basis B = {b1, . . . ,bp} for W :

x = c1b1 + · · ·+ cpbp.

Koordinater for x mht. B
[x]B = [c1, . . . , cp] findes ved at løse ligningssystemet Bc = x
hvor B er matricen med søjlevektorer b1, . . . ,bp: [x]B = B−1x.
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Basis for nulrum og søjlerum af matrix A

Givet m× n-matrix A = [a1, . . . ,an].
Overfør A i (reduceret) echelonmatrix B = [b1, . . . ,bn].
Pivotsøjler i B svarer til bundne variable i ligningssystemerne
Ax = 0⇔ Bx = 0; Pivotfrie søjler til frie variable.

Baser for nulrum og søjlerum

Basis for Nul(A) = Nul(B): Løsningsvektorer svarende til “en
fri variabel =1, de andre =0”;

Basis for Col(A): Dem af søjlerne ai hvor søjlerne bi er
Pivotsøjler.
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Dimensionen af et underrum
Rangen af en matrix

Theorem
Alle baser af et givet underrum W ≤ Rn har det samme antal
elementer.
Dette antal kaldes for underrummets dimension dim W ≤ n.

Rang og nullitet
A en m× n-matrix.
W = Col A dim(Col A)=rank A: matricens (søjle)rang.

Beregning: Antal Pivotsøjler!
W = Nul A dim(Nul A)=nullity A.

Beregning: Antal frie variable!

Theorem

Rangsætning: rank A + nullity A = n.
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Baser for et underrum W ≤ Rn med dim W = k

Theorem
Givet et underrum W ≤ Rn, dim W = k og
S = {v1, . . . ,vk} ⊂ W.

1 Span S = W ⇒ S er basis for W.
2 S lineært uafhængig⇒ S er basis for W.
3 V ⊂ W underrum af samme dimension k ⇒ V = W.
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