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Prikprodukt og norm

Givet vektorer u = [uy, W, .. ., unl v =[vq, v, ..., Vn

Prikprodukt: u-v = uqvqy + UsVo + - - - UpVp.

Norm/lzengde: || u [|2=u-u = uf + U5 + - - - UA.
Afstand: mellemuogv: ||u—v |.

Prikprodukt og matrixmultiplikation

@ u-v = u’v («+ matrixmultiplikation)
@ Aen (mx n)-matrix, u c R",vER™: Au-v=u-A'v.

Uligheder

Givetu,v € R".
Cauchy-Schwarz ulighed: [u-v| <[[u || [/ v .
Trekantsulighed: ||[u+v ||<[[u |+ || Vv .
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Ortogonale vektorer

@ Vektorerne u og v er ortogonale hvisu-v =0:u | v.

@ En vektormaengde S = {vy,vo, ..., vk} er ortogonal hvis
vektorerne er indbyrdes ortogonale: v; L v for j # j.

@ Maengden S er ortonormal hvis den er ortogonal og hvis
hver vektor er en enhedsvektor: || v; ||= 1 for alle j.

Koordinater mht. ortogonale og ortonormale baser

Givet en basis S = {vq,v,,..., vy } for et underrum V < R" og
en vektor x € V.

S ortogonalbasis: X = *hV1 + Vo + - -+ [TV

S ortonormalbasis:
X = (X-V{)Vy + (X-V2)Vo + - - - + (X - Vg ) V.

y

Martin Raussen Linezer algebra: Ortogonalitet



Gram-Schmidt ortogonalisering

Mal:
Konstruktion af ortogonal- (eller ortonormal)basis
O = {vy,Vy,...,V,} for et underrum V < R” med

udgangspunkt i en basis S = {uq,up, ..., uk} for V.

y

@ Ortogonalbasis

o Vi = Uy.
Us-v
® Vo =Uz— u3 \\12
- Uz-vp
@ Vo = U Vv
g =8 Hv H2 17 Tval2
= Uy V4 Ug Vi 1
Q V, =Uy — +—-V 2V v — ———= V1.
k= k™ ™ — HV2H2 2 (7
@ Ortonormalbasis ved normering: { ~tr, ~2r, - -+, k- }
S U [ fve ]l " flvgl[
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Ortogonalprojektion

Definition

Det ortogonale komplement til en delmeengde S ¢ R”
defineres som

St={vecR"|v.u=0foralleuc S}.

Givet et underrum W < R" med ortogonalt komplement W+ og
en vektor x € R".

Ortogonal opsplitning
Vektoren kan skrives som

X=w+z we W,ze W,

og det netop pa én made. Hvis man kender en ortonormalbasis
S={vqy,vy,..., vi } for W, s& bestemmes w ved

W= (X-Vq{)Vq+ (X-Vo)Vo + - - + (X - Vg )Vg.
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Ortogonalprojektion pa underrum

Den ortogonale projektion Uy, : R” — R" pa et underrum
W C R" er den lineaere operator givet ved Uy (x) =w € W.

Der geelder altsa: x = Uy (X) +2,z € W+,

Standardmatrix for ortogonalprojektion Uy

Basisvektorer vq, Vo, - - - , Vi € W indsaettes som sgjler i en
(n x k)-matrix C. S& er standardmatricen Py for
ortogonalprojektionen Uy, pa W givet ved

Py =cC(Cc™C) 'CT.
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