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Sandsynlighed: Opvarmning

Udfald

o Resultatet af et "eksperiment” kaldes et udfald.
Eksempler:

o Eksperiment:  Veelg en partileder / mal lysets hastighed
o Udfald: Lars / 299791 km/s

Haendelse

o En haendelse er en maengde af udfald.

Eksempler:

o Veelge en kvinde / Hastighedsmaling er ml. 299790 km/t og
299793 km/t



Sandsynlighed

Sandsynlighed

o Sandsynligheden for en haendelse A er andelen af gange
eksperimentet resulterer i haendelsen A i/ det lange |gb.

Notation
o P(A) betegner sandsynligheden for heendelsen A.

Eksempel

o Eksperiment: Kast med en fair mant

o P(Plat) = 0.5

o | det laenge l@b er halvdelen af mgntkastene plat.



Sandsynlighed: Egenskaber og regneregler

0<PA)<1
o P(4)=0 - heendelsen 4 indtreeffer aldrig.
o P(4)=1 -heaendelsen 4 indtraeffer hver gang.

P(ikke A)=1-P(4)
o Hvis 4 ikke indtreeffer, sa ma "ikke A" ngdvendigvis
indtraeffe

Hvis haendelserne 4 og B ikke kan indtraeffe samtidigt
geelder:

P( A eller B)=P(4) + P(B)



Mere om sandsynlighed

Betinget sandsynlighed
Hvis A og B er mulige udfald, sa geelder
P(A0g B)
P(A)
Hvilket kan omskrives til P(4 og B) = P(4)P(B givet A)

P(B givet A) =

Uafhaengighed
To haendelser A og B er uafhangige hvis og kun hvis

P(Ao0g B)=P(A)P(B)
hvilket kan omskrives til P( B givet 4 ) = P(B)



Eksempeler

Eksperiment: Veelg en tilfaeldig mand.
o Haendelse A : Den udvalgte er kortere end 170cm
o Haendelse B : Den udvalgte er leengere end 180cm

P( hgjden falder ikke i intervallet 170 til 180cm) = P(A eller B)
=P(A) + P(B)

Eksperiment: Vaelg en voksen amerikaner

o Heendelse A: Personen er gift P(A) = 0.56

o Haendelse B: Personen er meget glad.

o Sandsynligheden for at en gift person er meget glad er 0.40

P( er gift og meget glad) = P(er gift) P(meget glad givet er gift)
= 0.56%0.40 = 0.22.



Eksempler

Eksperiment: Veelg tilfeeldig studerende

o A: Personen GEO studerende

o B: Personen er en mandlig studerende

o P(GEO givet Mandlig) = P(GEO og Mandlig)/P(Mandlig)

Eksperiment: Kaste to terninger
o A: Farste terning er en 6’er

o B: Anden terning er en G'er

o P(Slato 6’ere) =



Stokastisk variabel

Stokastisk variabel

o Antag vi kan knytte en talvaerdi til hvert udfald af et

eksperiment. Hvert eksperiment farer saledes til et tilfeeldigt
tal.

o Dette tilfeeldige tal kaldes en stokastisk variabel.




Diskret stokastisk variabel (SV)

En stokastisk variabel er diskret, hvis den kun kan tage
adskilte veerdier. Fx 0, 1, 2, 3,...

Lad P(k) betegne sandsynligheden for at den stokastiske
variabel y tager veerdien k.

Dvs. P(1) = "sandsynligheden for y tager veerdien 1”.

Der gezelder
0 0<sP(y) =1 for alle y.

- z“alle yP(y) =1



‘ Eksempel

= Eksperiment: Kast to terninger
= Lad y veere antallet af 6’ere i de to kast

0
1

2

.




‘ Middelvaerdi for diskret SV

= Motivation: Vi har en stikprgve:

Udfald [V 1 2 3 4 5
Antal [ 3 60 23 12 1

PUEER 1100 3/100  60/100 23/100 12/100  1/100

= Gennemsnit
0-1+1-3+2-60+3-23+4-12+5-1

100
1, 3,60 .23 12 oI

700" 100 <100 100 T 100 T 100

= | detlange lgb (\)
u=0-P0O)+1-P(H)+2-P(2)+3-P(3)+4-P(4)+5-P(5)
=Y y-P(y)

alle y

)_/:




Variansen for diskret SV

For en diskret stokastisk variabel y med middelvaerdi u er
variansen:

o= (y-u) Py

alle y

= (0= 1)’ - P(O)+ (1= )" - P(1) -+ (4= )" - P(4) + (5= 1)’ - P(5)



Kontinuert stokastisk variabel

Hvis y er en kontinuert stokastisk variabel kan den tage et
kontinuum af veerdier (alle vaerdier i et interval).

Vi angiver sandsynligheden for at y falder i et interval [a ; b]
ved et areal under en kurve.

Taethedsfunktion f{x) P(1 <y <2) = Areal

00 01 02 03 O




Tathedsfunktionen

(Sandsynligheds)Tathedsfunktion f{x)

f(y)=0 foralle yeR
_[f(y)dyzl arealet under kurven f er1

P(asyszp)zjf(y)dy for a <b

00O 01 02 03 04




Normalfordelingen

Normalfordelingen

o Klokkeformet og karakteriseret ved middelvaerdi p og
standardafvigelse .

o Notation: y ~ N(u,0%) betyder at y er kontinuert stokastisk
variabel, der er normalfordelt med middelveerdi u og
varians o-.

o Teethedsfunktionen for normalfordelingen er

F)=— exp[— & ‘“yj

2o 207

Egenskaber: 95%

a0 Symmetrisk omkring u -
a fly) >0 for alle y. u—196c H  u+1.96c




‘ Sandsynligheder 1 normalfordelingen

Sandsynligheden for at fald indenfor z standardafvigelser fra
middelvaerdien:




Sandsynligheder tra Tabel

| Appendix A finder vi
arealet af det grgnne

omrade for forskellige
veerdier af z. —

Antag y ~ N(u,c?) W pt+zo

Fortolkning 1: Sandsynligheden for at y er starre end pu + zo,
for forskellige veerdier af z.

Fortolkning 2: Sandsynligheden for at y ligger mere end z
standardafvigelser over p.

Opgave: Antag y ~ N(u,c?). Find sandsynligheden for at y er
mere end 1.26 standardafvigelser over middelveerdien.



‘ Losning

= Opgave: Antag y ~ N(n,0?). Find sandsynligheden for at y er
mere end 1.26 standardafvigelser over middelveerdien.

Second Decimal Place of 7

: | .00 o 02 03 04 05 (06) 07 08 .09
0.0 | .5000 4960 4920 4880 4840 4801 4761 4721 4681 4641
0.1 | .4602 4562 4522 4483 4443 4404 4364 4325 4286 4247
1.0 | .1587 1562 1539 1515 1492 .1469 1446 .1423 1401 .1379

1357 1335 1314 1292 1271 .1251 301210 .1190 1170
0' 1151 1131 1112 .1093 .1075 .1056 @ 1020 1003 0985

= Svar:P(y>p+1.2605)=0.1038
= Bonus-spgrgsmal: P(y<u+ 126 c) =




Eksempel

Antag hgjden blandt maend er normalfordelt med middelvaerdi
u=175cm og standardafvigelse c=12cm.

Hvad er sandsynligheden for at en tilfeeldig udvalgt mand er
hajere end 180cm?

Hvor mange standardafvigelse

ligger 180cm over 175cm? \

z= ~ 175 180

_ n  Ut+zo
Ifglge tabellen er sandsynligheden V-1

Lad de 180cm veere "y veerdien”, da er z-veerdien z=-——
o

Bonus spgrgsmal: Hvad er sandsynligheden for at veelge

en mand, der er hgjere end 170cm?



Sammenligning — Good vs Evil

Mr Bond har scoret 550 i en test med middelvaerdi pn =500 og
sac=100

Dr No har scoret 30 i en test med middelveerdiu=18 0og sac
= 16.

Hvem har den mest imponerede score?

Lasning: Hvem ligger flest standardafvigelser over
middelveerdien:

o Mr. Bond: ZIMZ

o Dr. No Z="—-=



Stikprovetordeling

Ide: Bruge stikprgve-statistik til at sige noget om populations-
parameter.

Problem: Stikprgve-statistikken vil variere fra gang til gang —
vi introducerer en vis usikkerhed i vores konklusioner.

Stikpravefordelingen

o Stikprgvefordelingen for en statistik er den sandsynligheds-
fordeling, der beskriver sandsynligheden for de mulige
veerdier af statistikken.



Stikprovetordeling: Eksempel

Eksempel: Valg til guverngar
o 56.5% af 2705 vil stemme pa Schwarzenegger (kilde: CNN)
o De 56.5% er stikprove-andelen.

o De 56.5% er et bud pa andel af populationen, der vil
stemme pa Schwarzenegger.

Sporgsmal
o Hvor palidelig er denne forudsigelse (af en valgsejr)?

o Stikprgveandelen vil abenlyst variere fra gang til gang
(stikpravefordelingen).

Svar: Tankeeksperiment!

o Antag den sande andel Schwarzenegger-stemmer er 50%.
Hvor (u)sandsynlig er en stikprgve-andel pa 56.5% da?



Et Simuleret Svar!

Forsag

o Kast en fair mgnt 2705 gang og noter andel af kroner.
o Gentag spggen mange, mange gange...

o Hvordan fordeler andelen sig?

o Hvordan placerer 56.5% sig?

Vi be'r SPSS om hjeelp med mgntkastene



Montkast i SPSS

= Kar syntax-filen1000.sps for at "narre” SPSS til at lave 1000
reekker.

= SPSS: Transform — Compute variable...
o Simuler antal: RV.BINOM(antal kast , sandsynlighed for krone)

\i2. Compute Variable

Target Wariable: Mureric Expression:
R BIMOMC2705,0.5) ‘

= PR

o Udregn andel: andel = antal / 2705

U2, Compute Variable

Target Wariable: Mumeric Expression:

fancie! | . [ertalzros

Twioe & Label. .




Stikprovetordelingen af andele

Resultat i SPSS

durnmy antal andel
1 1,00 135300 51
2 1,00 13583 00 51
3 1.00 1381 .00 51

Histogram of simulerede andele

100,04

30,0 Mean = 2003
Stel. Dev. = 00982

50,0 [ HT N =1.000
40,07
20,0+

& T T T T

A48 50 52 54 56.5%

andel

'i}l

Frequency

Var der i virkeligheden dadt Igb, sa er en stikprgveandel pa
96.5% meget usandsynlig.

Dvs. vi kan veere ret sikre pa at Mr S. vinder.



Stikprovetordeling for y

Stikprgve-gennemsnittet y er en (stokastisk) variabel, da y
variere (tilfeeldigt) fra gang til gang. Faktisk vil y varierer
omkring populations-gennemsnittet .

Antag vi har en stikprgve af stagrrelse n fra en population med
middelvaerdi 1 0g s.a. o.

Stikprgvefordelingen for y har da
o middelveerdi u

O
o standardafvigelse G;=T (betegnes standardfejlen)
n



Stemmer

Lad variablen y betegne om vil stemme pa Mr. S eller €.

Antag y=1 (Stemme pa Schwrarzenegger)
y=0 (Stemme pa ham den anden)

Antag P(1)=p 0<p<l) I T
P(O) =] -p I-p -|-

Da geelder u=p og o =+/p(1-p)

Stemmeandelen er et gennemsnit af mange y'er.
Bemaerk: m er populationsandelen af stemmer pa Mr. S.




Stemmer — fortsat

For populationen har vi altsa

a0 atu=p og o= 4pl-p) Jr=p)

o Dvs. y har middelveerdi 1 og standardfejl o = T
n

Jf. tommelfingerregel, er vil 95% af alle stikprgveandele ligge i
intervallet u+20;

Antager vi p=0.50 (dedt Igb) har vi: p+2-/p(1—p)/n =
0.50+2-0.5/4/2705

Bemeerk: Intervallet bliver kortere, hvis vi gger n.



Central grensevaerdisetning (CLT)

Central graensevardisatning

o For en tilfeeldig stikprave med en tilstraekkelig stor
stikpravestarrelse n, vil stikprgvefordelingen af
stikpravegennemsnittet y veere ca. normalfordelt.

Eksempel.:

Antal kast: 1

Det gennemsnitlige /
antal gjne i k kast

med en terning. |

\

000 005 010 0.5

Til hgje: k=1,2,510 °~ T |

Antal kast: 5

Bemaerk: Allerede
med k = 10 kast er
gennemsnittet meget
lig en normalfordeling.
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Eksempel

En stikpraveandel er (ca.) normalfordelt, hvis
stikpravestgrrelsen er stor og populationsandelen ikke er for

taet pa O eller 1.

Stikprgve andelen er normalfordel med middelveerdi p og
standardafvigelse /p(1-p)/n .

Hvis der er dadt Igb (p = 0.50), hvad er da sandsynligheden
for at se en stikpraveandel pa 0.565 eller starre ved en

stikprove pa 27057

y—u 0.565-0.5 A
zZ = = =

o 4J0.5(1-0.5)/2705 =

050565
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