Anvendt Statistik
Lektion 8

Multipel Lineaer Regression



Simpel Linezr Regression (SLR)

Sammenhaengen mellem den
afhaengige variabel (y) og den
forklarende variabel (x) beskrives”'
vha. en SLR: ligger ikke praecist
pa regressionslinjen.
Regressionsmodel:

[

[

|

yi = at fPxit g ;
Fejlleddet ¢ angiver afvigelsen ;
mellem punktet (x;y;) og linjen. )r(

Fejlledene er uafhaengige og normalfordelte med
middelveerdi nul og standardafvigelse o.



Multipel Linezr Regression (MLLR)

a+ Pixi+foX,

Antag vi har

oy : afhaengig variabel
o X, : farste forklarende var.
o X, : anden forklarende var.
MLR model:

Vi = ot Xy ithoXp it g;
Her:
0 Xq; erveerdien af x, for I'te "person”.
Forventede veerdi.

Ely] = a+ Bix+5:%;

Dvs. regressionsplanet angiver
gennemsnittet for responsen




Fortolkning af ﬂ/

Antag vi har k forklarende variable:

Vi = a+ Xy it foXoit o B Xt €

Fortolkningen af 4

o Hvis f.eks. x; gges med 1, sa gges den forventede veerdi af
y med S, hvis X,, Xs, ..., X, forbliver usendrede (og
fortolkningen er naturligvis tilsvarende for £,, Bs,..., B)-



Praediktion og Residual

MLR model:

Vi = a+ BiX it BoXo i+ +BX i +E

Preediktionsligningen er
yi = a+blxl,i +b2X2,i ""”‘"bkxk,i

Dvs. V; er et estimat af E[y,].

Residual: & =Y~V
Dvs. residualet er et estimat af ;..



Mindste kvadraters metode

Definer summen af de kvadrerede residualer
SSE=Y (-9 =X ¢

UK: Sum of Squared Errors

SPSS: Sum of Squared Residuals

Mindste kvadraters metode:
o Viveelger a, by, b,, ..., b,, sa SSE er mindst mulig.
o Bemeerk at

SSE = Zi (Yi - (a +b X +0,%, -+ B X ))2



Eksempel: Kriminalitet 1 Florida

Tre variable

ay: crime rate (kriminalitetsrate)
o Xx1: education (uddannelse)

o X2: urbanization (urbanisering)

| farste omgang: Kriminalitetsrate og uddannelse



Eksempel: Kriminalitet 1 Florida (fortsar

En simpel lineaer regression af
kKriminalitetsrate (y) mod
uddannelse (x):
Praediktionsligning
y=-51.8+1.50-x

Dvs. jo mere uddannelse, jo
mere kriminalitet...
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Crime rate

R2 Linear = 0,218
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Coefficients®
Standardized \
Unstandardized Coefficients Coefficients
mModel B Std. Error Beta 1 Sin.
1 (Constant -51,802 25,145 -2,060 044
Fercent completing high 1,401 361 AET 4156 ,00a
schoal

a. Dependent Variahle: Crime rate



Eksempel: Kriminalitet 1 Florida (fortsar

Teori: Jo mere urbaniseret, jo mere

kriminalitet og jo flere med lang uddannelse. C?e rate
Multipel lineger regression af kriminalitetsrate “—

2 Urbanization
(y) mod bade uddannelse (x;) og .
urbanisering (Xx,).

Education

Praediktionsligning:
y=56.8-0.54-x, +0.673- X,

Bemeaerk at effekten af uddannelse nu er negativ og ikke
laengere er signifikant (P-veerdi >> 5%).

Coefficients™
Standardized
Linstandardized Coeflicients Coeficients

hodel B Sta. Error Beta 1 Sin.

1 (Constant a6,801 29,400 1,932 058
Fercent completing high =841 A8 - 168 -1,103 274
school
Fercent urban BT 128 804 5,274 o0a

a. Dependent Wariable: Crime rate



Eksempel: Kriminalitet 1 Florida (fortsar

_— : : y =90.4-0.54- =50
Preaediktionsligning: ! % =)

y=56.8—0.54-x, +0.673- X,
Effekten af x, (uddannelse) er den

samme for alle veerdier af x,

For hver ekstra procent-point
uddannede falder kriminalitetsraten
med 0.54.

Bemeerk at effekten af x, (uddannelse)
a&endrede sig markant, da vi tilfgjede x,
(urbanisering). Det tyder pa at der er
en steerk sammenhaeng mellem x; og
Xs.



Simpsons paradoks - igen

Sammenhang mellem crime

rate og uddannelse

Sort linje:

o SLR for alle data o
BI& linje:

o SLR kun for omrader med
hgj grad af urbanisering.

Grgn linje:
a2 SLR kun for omrader med

0

lav urbanisering.

Percent completing high school

Bemeaerk hvor forskellig sammenhasngen
er i de to grupper.



Eksempel: Mentalt helbred

VI har tre variable:

o Yy : Mental impairment (funktionsnedsaettelse), afhaengig var.
o X, : Life events, fgrste forklarende variabel.
o X, . Sociogkonomisk status (SES), anden forklarende var.

Multipel lineaer regressionsmodel:

Vi = a+ [iXy it Xy it

MLR antager en lineeer sammenhaeng mellem y og hvert x;.
Vi starter med et scatter plot for hvert par af variable.



Scatterplot Matrix

Graphs — Chart builder — Scatter/Dot —Scatterplot Matrix

Ingen abenlyse ikke-lineaere
sammenhaenge.

Ingen abenbare sammenhaenge i
det hele taget...

Problem: Plot viser
sammenhaengen mellem y og fx.
X,, hvor vi ignorer veerdien af x,.

Vi har set, at vi ikke kan ignorere
effekten af x,, nar vi ser pa
sammenhaangen mellem y og X;.

Mental impairment

Life events

SES
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Partielt plot

Estimeret model (eksempel med tre forklarende variable)
y=a+bx +b,x, +b,x, +e

Estimeret del-model (uden x,)
y=a+b,x, +b,x,+€
Regression af x; mod X, og X; (hvordan afhaenger x, af x, og X3)

X, =a +h)x, +bx, +e

Vi har to saet residualer: € (for y) og e (for x,).
Ide: plot € mod €.



Partielt plOt (fortsat)

SPSS: Analyze — Regression — Linear — Plots — Produce
all partial plots.

Partial Regression Plot

Dependent Variable: Mental impairment

F2 Linear = 0,214

Regression af 8 mod € giver:

e =d+he” +86 TN o
Interessant: 6: b1 Dvs. at
haeldningen i det partielle plot er

den samme som effekten i den o ©
fulde model!

men

Mental impair
[=]

I | I T I
50 25 0 25 50
Life events

Bonus: Check at residualerne varierer usystematisk og at
variationen er den samme langs linjen.



SPSS output

Simpel model — kun en forklarende variabel

Coefficients®
Btandardized
Unstandardized Coefficients Coefficients
mModel B Std. Errar Beta 1 Sin.
1 iConstant) 23,309 1,807 12,901 o
Life events 04an 036 T2 2472 18
a. Dependent Variahle: Mental impairment
Model med to forklarende variable:
Coefficients®
standardized
Unstandardized Coefficients Coefficients
Maodel B Std. Errar Beta 1 Si.
1 (Constant) 28,230 2174 12,984 Rulilal
Life events 03 03z A28 a1rT 03
SES -,097 024 - 451 -3,3591 o0z

a. Dependent Variable: Mental impairment




Multipel korrelation

Husk: Korrelation angiver hvor linesert afhaengig to variable er.

Multipel korrelation R for en lineaer regression er
korrelationen mellem de observerede y og de preedikterede Y.

Bemeaerk: Den multiple korrelation kan ikke veere negativ.




Multipel determinationskoetficient

Den totale variation i y’erne:

TSS = Z (yi _ 7)2 (Total Sum of Squares)
Den uforklarede del af variationen i y’erne:

SSE = Zi (yi —y. )2 = Zi e’ (Sum of Squared Errors)
Den forklarede del af variationen i y’erne:

TTS —SSE
Multipel determinationskoefficient

R2 _ TSS — SSE

TSS

Fortolkning: Andelen af den totale variation, der er forklaret.



Eksempel pa R og R?

Model Summany™

Adjusted R Std. Errar of
Model [ R Sguare Suare the Estimate
1 729 139 J16 5,133

a. Predictars: (Constant), Life events
h. Dependent Variahle: Mental impairment

Dvs. 13.9% af variationen | mental impairment er forklaret af

Lille model

y=at+ X +€
R2=0.139
Life events.
Stor model

y=a+ X +tfXte
RZ2 =0.339

Model Summany”

Adjusted R Std. Errar of
Model [ R Sguare Square the Estimate
1 5g2e 339 303 4,556

a. Predictors: (Constant), SES, Life events
h. Dependent Wariable: Mental impairment

Dvs. 33.9% af variationen | mental impairment er forklaret af

Life events og SES.

Bemeerk at R? er gget — vi kan forklare mere med flere

variable.



Egenskaber for R og R?

R2er mellem0og 1

Jo hgjere R?, jo bedre kan modellen praediktere y.
R2 = 1 betyder at y = y og alle residualer er nul.

R2 =0 betyder atb, =b,=... =b, = 0.

Nar en variabel tilfgjes modellen kan R? ikke falde.



Hypotesetest for MLLR: F-test

MLR model:

y=at X tfXot o X +E
Er der mindst en af x;'erne der har en lineser sammenhaeng
med y?

Nul-hypotese: y har ingen lineaer sammenheeng
o Hy: pi=5=...=6=0 med et eneste X;.
Alternativ-hypotese: y har en lineser sammenhaeng
o H_: Mindst et ,BJ #0 med med mindst et af x/'erne.
Teststgrrelse:

2
0 Fop R/

(L1-R?)/(n—(k +1))



F-testet

Hvis H, er sand, sa fglger F en F-
fordeling.

Som y2-fordelingen kan F- | P-veerd

fordelingen kun tage positive 7 A
veerdier.

Faconen pa F-fordelingen er Obsereveret E
bestemt af to saet frihedsgrader

df, og df,:

o df; = k = antal forklarende variable.
o df,=n—-(k+ 1) =n-antal parametre | modellen




F-test: Eksempel

Model for mentalt helbred:

y=a+ BiX + X+ €
Fra SPSS har vi R2 = 0.339
Dvs. _

R?/k -
(L-R?)/(n—(k +1)) _

F-fordeling med hhv.
2 0g 47 frihedsgrader

0.339/2

P-veerdi

v

~(1-0.339)/(40-3) 249

9.49

P-vaerdien finder vi vha. SPSS (naeste slide).

Da P-veerdien < 0.0005 afviser vi H,, dvs. y har en lineaer
sammenhaeng med mindst en af de to forklarende variable.




F-test 1 SPSS

F-teststarrelsen kan omskrives:

R?/k _ (TSS —SSE)/k
(L1-R?)/(n—(k+1)) SSE/(n—(k+1))
(1162.4-768.162)/2

768.162/(40-3) _
P-veerdi
——t M OVAT X
= SSE
Model Squarea/ df Mean Sguare F s\
1 Fegression 394738 2 197,119 9,495 o0
Residual FE3,162 3T 20,761
Total 1162,400 29

a. Predictors: (Constant), SES, Nfe events
h. Dependent Variable: Ment-Lmnt
TSS




Hypotesetest af [y

MLR model:

Y=ot SiXt Xt X e
Er der en lineser sammenhaeng mellem y og x;?
Nul-hypotese:

har ingen lineser sammenhaeng med X..
0 Hy: f=0 P L
Alternativ-hypotese: :
y har en lineaer sammenhaeng med x;.

o Hy 5 =0
Teststarrelse:

bj
o {=—

se < Udregnes af SPSS

Hvis H, er sand, sa falger t en t-fordeling med df = n-(k+1)



Hypotesetest af [/ : Eksempel

Model for mentalt helbred:

y=a+ BiX + X+ €

Fra SPSS har vi b, = 0.103 og se = 0.032

t-fordeling med
37 frihedsgrader

%ﬂEfﬁ[:iEntSa /
_ _ StaWed
Lnstandardizgd Coefficients Coeftients
Maodel B / Std. Error / Beta t Sin.
1 (Constant) 28,2 ?i 2,1?% 12,934 oo
Life events 103 ' 3z ] A28 /| 17T 003
EES - oay 029 =451 -3,251 [/_,EIEIE

a. Dependent Variahle: Mental impairment /

Dvs. t =0.103/0.032 = 3.177
Da P-veerdien < 0.05, kan vi afvise

H,-hypotesen. Dvs. der er en lineaer
sammenhaeng mellem y og X;. |

P-veerdi = 0.003




Estimation af o

Generelt er vores MLR model

y=at BiXi Xt o HX e
Vi antaget at fejlledene er normalfordelte med
standardafvigelse o.

Et estimat af o er

o J n —S<T<E+ 1)

Eksempel: ANGVA®
BEquurgrng df Mean Sguare
Model
S — 768.162 1 Regression | 394238 |\ 2 197,118
40-3 — | Residual (7ag162)| [ a7 (Z0.761 )

Total 1162,400 g | —
=+/20.761 =4.56 —— .
a. Predictors: (Constant), SES, nts
L h. Dependent Variahle: Impairment




Vekselvirkning

Der er vekselvirkning (ogsa kaldet interaktion) mellem to
forklarende variable, x, og x,, for y, hvis effekten af x, pay
aendrer sig nar x, andrer sig.

Simpel vekselvirkningsmodel:
y=at Xyt Xy + PeXiXot €
Hvor kommer interaktionen ind i billedet?
Omskriv modellen til
y=(a+ BXy) + (Bt BaXo) X+ €
Bemeaerk: Haeldningen er g+ £:x,, dvs. effekten af x, pay
aendrer sig, nar x, eendres.



Vekselvirkning: Eksempel

Simpel vekselvirkningsmodel:

y=at piXgt OXy t PXiXp+ €
Vha. Transform — Compute variable skaber vi variablen
X1x2 = x1*x2

Falgende test viser at interaktionen ikke er signifikant:

Coefficients®
Standardized
Unstandardized Coefficients Coefficients
Maodel B atd. Errar Beta t Sin.

1 {Constant) 26,037 3,949 6,594 000
Life events 156 085 JB46 1,826 JTE
SES -, 060 J63 -, 280 -, 965 341
W12 -,0m 00 -,307 - BE8 A0g

a. Dependent Variahle: Mental impairment

Da vekselvirkningen ikke er signifikant, kan man vaelge at fjerne den.

Hvis vekselvirkningen er signifikant, beholder vi det. Desuden giver det ikke
mening at teste de enkelte led (x; 0g X,).



Vekselvirkning: Eksempel (fortsar)

Estimeret vekselvirkningsmodel:
y = 26.037 + 0.156-x; — 0.060-x, — 0.01: X;-X,
Fortolkning:

NAr vi gger X, sd 4 |9 =26.037 +0.156x, (x, =0)|
Reduceres skaeringspunktet
Reduceres haeldningen. J =23.012+0.113%_(x, =50)]

| 9=19.987+0.069x, (x, =100)|
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