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Repetition Estimation a ans ol m ser Geometrisk nivellement

Lad X1,Xo,...,X,, veere stokastiske variable. Da galder
E(ao + (Lle + -4 aan) = ayp + alE(Xl) —+ -4 an]E(Xn)

Hvis X1,X5,...,X,, desuden er uafhaengige gaelder

Var(ao + a1 Xy -+ aan) = a?Var(Xy) + --- +a2Var(X,)

Hvis X, erne er normalfordelte, sd er summen ag + a1 X7 + -+ + ap X,
ogsd normalfordelt.
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Dobbeltmalinge ( risk nivellement

Repetition Estimation a

Antag Xi,...,X,, er uafhaengige stokastiske variable med middelveerdi p

og varians o2,

Vi estimerer p ved gennemsnittet

o1
X=—(Xi+ Xz 4+ Xy)

Middelvaerdi og varians af X:

0.2

EX =p VarX = —
n
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Repetition

Lad X og Y repraesentere malinger foretaget af Bent og Bgrge
uafhaengigt af hinanden og begge med varians o (og samme
middelvaerdi ).

Antag Bent maler en gang til, hvor hans anden méling Z er pavirket af
hans resultat for den fgrste maling, dvs.

Z=X+v
hvor v er uafhangig af X med en (lille) varians w? og middelvaerdi nul.

Dermed er variansen p3 (X + Y)/2 lig 02/2 mens variansen p3
(X + Z)/2 er 0% + w?/4. Dvs. langt den bedste pracision med
uafhangige malinger.

Omvendt: Var(X —Y) = 202 mens Var(X — Z) = w?, hvad der
(fejlagtigt) kunne forlede landinspektgrerne til at tro, at Bgrges malinger
var mest pracise.
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Repetition

Hvis X; alle normalfordelte galder

Hvis X; ikke er normalfordelte
X~ N(ua 7)
hvor tilnaermelse bedre jo stgrre n.

Konfidensinterval B o
X +196—

vn
indeholder p med 95% sandsynlighed
(99% hvis 1.96 erstattes med 2.58)
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.,100)

Konfidensintervaller for 100 simulerede méaleserier hver med 100 malinger

Ca. 95% indeholder sande veerdi p = 3.
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Repetition

Enggaard A/S vil have mélt en leengde med en “praecision” pad £5cm.

Oversattelse til fejlteori: med meget “stor” sandsynlighed skal forskellen
mellem estimat X og sand leengde p vaere mindre end 5cm.

Fortolker vi “stor” sandsynlighed som 99.9% skal der altsd geelde at
3.290 //n < 5.

Eks. n =2 og o0 = bcm.
Da gaelder 3.290/v/2 = 11.63. Dvs. kravet er ikke opfyldt.
Mulig Igsning: veelg n sa

3.290/v/n <=5 n > (3.290/5)2

Da skal vi have n > 11.
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Repetition Estimation af Dobbeltmalinger Geometrisk nivellement Lineariserin

Antag at 6 er en ukendt stgrrelse som estimeres af Y ~ N (0, 72).

Da er et 95% konfidensinterval for 6 givet ved

[Y —1.967;Y + 1.967]

Y kunne eksempelvis vaere et empirisk gennemsnit af malinger
X1,...,X,, med middelvaerdi § og varians o2.

2

Da har vi 72 = 62 /n som fgr.
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Repetition Estimation af varians Dobbeltmalinger Geometrisk nivellement Lineariserin

| nogle tilfelde er variansen o2 ukendt. Da m3 vi estimere o2 ud fra data.

Som estimator for o2 anvendes S2:

1 < o 1 - _
52 = X, — X)? — X2 _ pX?
n—1 ;( ) n—1 Zz:; i "
Dette estimat er ogsa centralt, dvs.
E(S?%) = o?

(seetning 17 - vi skipper bevis)

Bemaerk: S? er “empirisk” version af E(X — p)?
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Repetition Estimation af varians

Dobbeltmalinger

Geometrisk nivellement

Lineariserin

Har vi observeret data kan vi estimere y og 0® med Z og s°. Her
udskiftes de stokastiske variable X; i X og S? med de observerede z;,

1 n
j:fg x;
n <

i=1

1
G )

1 « 1 -
52:77/_1;(@—;%)2:’”_1 ;m?—nEQ
1= 1=

Bade X og S? er stokastiske variable (transformationer af X;'erne),
mens T og s2 er realisationer af disse,

X, ... X, X 5?2
X X \:
€1 T z 2
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Estimation af varians

Fra Eksempel 1 i noterne kan vi estimere ; med Z og 02 med s2.

T = E(164'508 +164.509 + - - - + 164.514 4 164.513) = 164.511 gon
10

> a7 =164.508" + 164.509% + - - - + 164.514% + 164.513> = 270638.7 gon”

i=1
1 n
2 _ 2 2
T n—1 <;$l e )
1
= 10-1 (270638.7 — 10 - (164.511)%) = (0.00298)* gon®

Stgrrelsen s2 er et mal for ngjagtigheden af vores observationer.
Jo mindre desto mere ngjagtige er vores malinger.

Approksimativt 95% konfidensinterval (erstatter ukendt o med s):

S
T+ 1.96— = [164.509; 164.513
P 1967 = | |
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Estimation af varians

Data:

>> x = [164.508,164.509,164.511,164.507,
164.510,164.511,164.517,164.510,164.514,164.513];

Beregn stikprgvegennemsnit z:

>> mean (x)

ans =
164.5110

Beregn stikprgvevariansen s

>> var(x)
ans =

8.8889e-06
Beregn spredningen s:

>> std(x)
ans =
0.0030

2.
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Estimation af varians

Bonus: Beregn gennemsnit af observation 4 til 7:
>> mean(x(4:7)) ans = 164.5113
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Repetition Estimation af varians Dobbeltmalinger Geometrisk nivellement

| situationer hvor vi kender 1 (fx. pd en gvelsesbane hvor sande lngder
og vinkler er kendt) bruger vi estimatet § til at estimere malingernes
ngjagtighed:

i=1
| disse situationer er §2 et centralt estimat for o2. Dvs:

n n

B =& (1306~ 0 | = £ SB((K— ) = ke = o

n
i=1 =1

Bemark at Var($?) < Var(52), dvs. 42 er et mere ngjagtigt estimat end

52,

(gavnligt at bruge al den viden, der er til radighed)
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Repetition Estimation af Dobbeltmalinger Geometrisk nivellement Lineariserin

Udgangspunktet er 2n malinger hvor malingerne to og to maler samme
stgrrelse, altsd n forskellige stgrrelser i alt.

4

5 X41

Eks.: siderne i et polygon hvor hver sideleengde méles to gange.
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Repetition Estimation af 1S Dobbeltmalinger Geometrisk nivellement Lineariserin

Xll X12 X21 X22 cee an Xn2
3 1 1

Z11 T12 T21 T22 (R Tnl Tn2

Uafhaengige malinger af samme
kvalitet, dvs. ens varians o2.

é—4

5 Xa1
De n forskellige stgrrelser har sande veerdier pq, . .., ty,, dvs:

]E(Xll) = E(Xlg) = U1 . ]E(an) = E(Xng) = HUn.
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Dobbeltmalinger

Til at estimere u; anvendes estimatet Z; = %(xﬂ + Z42).
For den tilsvarende estimator X; = %(Xil + X;2) glder der:

B = B (500 + Xa) ) = 5 (BCX) + E(Xia)
1
3 (i + i) = pi

Dvs. Z; er et centralt estimat af u;. Desuden gelder:

Var(X;) = Var (;(Xﬂ + Xig)) = iz (Var(X;1) + Var(X;2))

2
o

1
T4
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Repetition Estimation af varians Dobbeltmalinger Geometrisk nivellement Lineariserin

Idet X;; og X;o maler samme stgrrelse p siger deres differens
Y; = X1 — X2 noget om malekvaliteten.

Vi ved
E(Yi) = E(Xi1) —E(Xj2) = pi —pi =0
Var(Y;) = Var(X;1) + Var(X;2) = 0% 4+ 0% = 20°.

Dvs. vi kender den sande middelveerdi af Y;, E(Y;) = puy = 0. Derfor er

8% = %Z( Zyl Z (2 — 232)*
i i=1

et centralt estimat af 202, hvorved §%./2 er et estimat for o2 (variansen
pa den enkelte maling).
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Geometrisk nivellement

t1 fi

t; : stadieaflaesning ved tilbagesigte
fi : stadieafleesning ved fremsigte

h=(t—f0)+ (o= fo) 4+ (ta = fu) =Y _ti— fi
=1

Totalleengden ¢ er opdelt i 2n stykker af lengde s, dvs. £ = 2ns;.
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Repetition Estimation af varians Dobbeltmalinger Geometrisk nivellement Lineariserin

Vi antager af ¢; og f; er realisationer af uafhangige stokatiske variable T;
og F; med samme varians 02, i = 1,...,n. Denne antagelse kan
begrundes med at sigteafstanden er fast og den samme for alle

observationer.

Ydermere bliver h saledes en realisation af den stokastiske variabel

H:Z(T,»—Fi).
i=1
Dvs:
T Fi T, F, H
L4 L+ 4
1 fi tn fn R
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Geometrisk nivellement

Variansen af H bestemmes ved

Var(H) = Var <i(Ti - FZ)>

i=1

[Var(T;) 4+ Var(F;)]

|

i=1

3

(024 02)
1

2
a

<.
I

[\~

= 2no
Fra tidligere slide ved vi, at 2n = ¢/s;. Der gelder derfor
o2 = Var(H) = lo?/s.

Erfaringer viser at 0,/,/5; kun i ringe grad afhaenger af s; ndr s; < 100
m.

Saledes indfgres kilometerspredningen oy, = 0,/./51, dvs. 0, = 0/s,.

Heraf fglger
02 =Var(H) = lo?/s; = lo}
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Geometrisk nivellement

Spredningen pé et geometrisk nivellement over lengden ¢ er séledes
Oy = fcrk..

Et 95% konfidens interval for den ukendte hgjde er
H +1.96V0y,
(jf. tidligere slide om konfidensinterval i generelt set-up)

Eksempel: h = 12000mm, o} = 3mm/vkm og ¢ = 4km. (Realiseret)
konfidensinterval

12000 + 1.96v4km3mm/vkm = [11988; 12012]
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Repetition Estimation af varians Dobbeltmalinger

Geometrisk nivellement

Lineariserin

Hvis X er en stokastisk variabel, og a,b € R, sa gaelder

E(aX +b) aE(X) + b,
Var(aX +b) = a’Var(X).

Spgrgsmal:

m Hvordan handterer vi ikke-linezre transformationer ?
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Repetition Estimation a ans Dobbeltmalinge Geometrisk nivellement Linearisering

Lad X vaere en stokastisk variabel med
E(X)=pu og Var(X) = o>
samt teethedsfunktion f(x).
Y = g(X): vilkarlig differentiabel transformation af X.

Middelveaerdien af Y = g(X):

E(Y) = / " g(@) fx (@)da.

— 00

Problem: Middelvaerdien E(Y") er ofte vanskelig at beregne.
Lgsning: Vi lineariserer transformationen g(X).

Eksempel pé transformationer i landmaling: trigonometriske funktioner,
afstandsformel.
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Linearisering

Linezr approximation af g omkring p:

Q

Y =g(X) g(pm) + g' () (X — p)
g (WX — g (p)p+ g(p)

= aX +0b,

hvor a = ¢'(i) og b= —g' (1) + g(p).
ar+b
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Repetition Estimation af varians Dobbeltmalinger Geometrisk nivellement Linearisering

Vi har en approksimation af g(x):
Y ~aX +0b,
hvor a = ¢'(u) og b= —g'(1)p + g().
Heraf fglger approksimativ middelvaerdi og varians for Y:
E(Y) ~ aE(X)+b

= g (wp—g(pp+ gl
= g(p)

Q

Var(Y) a’Var(X)

g (n)?e®,

hvor approximationerne er gode, hvis o er lille.
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Linearisering

Antag X ~ N (1,0%) og Y = g(X) = exp(X).

En linearisering af exp(x) omkring x = u giver:

m g'(z) = L exp(z) = exp(x)
B g(z) = g(p) + g (p)(x — p) = exp(p) + exp(p)(z — ).

Heraf fglger:
m E(Y)~ g(n) = exp(n)

m Var(Y) = ¢/(1)?0? = (exp(p))” 0? = exp(2u)0?

Vi har derfor, at Y er tilnermet normalfordelt, med middelvaerdi exp(u)

og varians exp(u)o?:

Y~ N (exp(p), exp(2p)a?).
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Linearisering

Antag (igen) X ~ N (u,0%) og Y = g(X) = exp(X).
To eksempler, hvor 1 = 1, og o = 0.5 (venstre) og o = 0.1 (hgjre).

X ~ N(1;0,5?) X ~ N(1;0,1%)
¥ ~ N(exp(1); exp(2)0.5%) ¥ ~ N(exp(1); exp(2)0,12)

—— Approx. e Approx.
— — Sande. -—- Sande.

Til venstre er den relative varians for X o0%/u? = 0,25 og til hgjre er den
relative varians for X 0,01. Jo mindre relativ varians jo bedre er
approksimationen.
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Repetition Estimation af varians Dobbeltmalinger Geometrisk nivellement Linearisering

Antag vi vil estimere § = h(u) hvor vi kan estimere  vha. X baseret p3

en stikprgve X7, ...,X,, af uafhangige stokastiske variable med

middelvaerdi u og varians o2.

Da er vores estimat . -
0 =h(X)
Pr. linearisering og central graensevardisaetning har vi
0~ N(6,(h'(n)*0®/n)

Dermed er et approksimativ 95% konfidensinterval givet ved

0 +1.96|h'(X)|o/v/n

| praksis er o2 ofte ukendt og erstattes af estimatet s baseret p3
Xy, X.
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Repetition Estimation af Dobbeltmalinger Geometrisk nivellement

Lad sin,(z) og sin(z) betegne sinus nr vinklen = er malt i hhv. radianer
og gon. Tilsvarende for cosinus og tangens.

Vi har
. . 2w
sin(C) = sin, (400gonc)
1
= sin, <C> ,
w
hvor
200 gon
w=—
™

er en konverterings-faktor.
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Repetition Estimation a ans Dobbeltmalinger risk nivellement Linearisering

Vi har regneregler for differentiation af trigonmetriske funktioner, nar

vinklen er malt i radianer. Fx.
dsin,(z)
———~ = cos,(T).

dx (@)

Né&r vinklen er malt i gon far vi:

: dsin, (L 1 \1 1
dsin(z) _ dsin, (S2) — cos, (m) — = cos(x)—.
w Jw w

dx dx

Konverterings-faktoren % = 7/200 gon optraeder pa samme méade ved
differentiation af cosinus og tangens:

d cos(x) 1 dtan(x)

1
W sin(x)a og W - (14 tan(z)?) "
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