Repetition

Land mélingens fejlteori Antag X;,..., X, stokastiske variable med felles middelvaerdi u og

Lektion 4 varians o2,

Vaegtet gennemsnit Hvis 11 er kendt estimeres o2 ved

Fordeling af slutfejl n

= L3 )
i '
Rasmus Waagepetersen - rw@math.aau.dk Hvis 1« er ukendt estimeres o2 ved
Institut for Matematiske Fag 2 1 - v\2
Aalborg Universitet S°= n_1 Z(XZ — X)
i=1

NB: begge estimater er centrale (middelveerdirette) men 52 har mindst
varians (mest pracist).
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Repetition egte ordeling af slutfejl i nivellement ordeling a i Repetition egte rdeling af slutfejl i nivellement eling af slutfejl i trekant

Dobbeltmalinger: X;; og X2 uafhaengige middelvaerdi u; og varians o°.

. . . . Antag X har middelvaerdi 10 og spredning 0.1.

Da har differens Y; = X;1 — X2 kendt middelveerdi nul og varians
2 _ 9.2

oy =207 Lad Y =log(X) (naturlig logaritme).

9 .
oy kan da estimeres ved Linearisering af log(-):

N 1 & ) .
SV =2 Y " —(x—10) = — _
Yo ; E log(x) = log(10) + 10(x 10) T log(10) — 1
og 0?2 estimeres ved A 1 Dermed
5372

1 2
EY ~ log(10) = 2.306 VMY%<ﬂ0 0.1% = 0.0001
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ling af slutfejl i nivellemen ordeling af slutfejl i trekant

Repetition

m Hgjdeforskellen mellem punkterne P; og P> er opmalt ved et
geometrisk nivellement over to forskellige straekninger ¢1 > £5.

Py
Hvis Y = h(X) maler h/(u) hvor sensitiv Y er overfor @ndringer i X
omkring p (hvor meget giver en @ndring i X anledning til at Y aendres).

Derfor giver det god mening at

VarY =~ (B’ (p))?VarX
m De to estimater hy og ho er realisationer af stokastiske variable H;

og Hs med varianser {107 og {303,

m Kan vi kombinere de to estimater hy og ho for at opna et bedre
estimat under hensyntagen til, at der er stgrre usikkerhed for Hs end
for Hy ?

m En mulighed: h = (hy + h2)/2 - men det kan ggres bedre !
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eling af slutfejl i nivellement ordeling af slutfejl i trekant

Antag Xi,..., X, er uafhangige stokastiske variable med ens

middelvaerdi p men forskellige varianser o2, ..., 02.
F.eks. mélinger med instrumenter af variende kvalitet eller nogle X; resulterende” vaegte Iy
. oy 3
kunne repraesentere gennemsnit af gentagne malinger. Wi = Znip
1=121
Hvert X; tildeles en vaegt p; > 0 som afspejler milingens kvalitet (stort summer sammen til en: n
p; svarer til god maling). Zw_ -1
;=
i=1

Vi estimerer da p ved det vaegtede gennemsnit

For observationer X1, ..., X, med vaegte p; > 0,...,p, > 0 er det
vaegtede gennemsnit

P1

X* = ———
E:‘Lﬂpi

X1+ +

1
P x, = = (X1 + -+ pnXs).

Z:L:l Pi " Eizl DPi
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ling af slutfejl i nivellemen ordeling af slutfejl i trekant

Der er uendelig mange mulige valg af vaegte. Hvad er det bedste valg ?
Det vaegtede gennemsnit

» » 1 Bedst betyder variansen VarX* mindst mulig !
v 1 n

Xt=_1 X, =
E?:l pi Z:‘L:I pi Zf:l pi

er et centralt estimat af y, dvs.

Xy dpeoodp

(ple Fooc +ann)

Variansen VarX* er minimal hvis vaegtrelationen

.
E(X*) =u 2 _ .2 _ . _ 2
P10y = P20y = " = PnOp.
for et hvilket som helst valg af vaegte p; > 0,...,p, > 0.
‘ er opfyldt.
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eling af slutfejl i nivellement ordeling af slutfejl i trekant

Antag variansen pa fgrste maling er dobbelt sd stor som pa den anden
(o0f = 203).

Antag vaegtrelationen er opfyldt:
Et valg af vaegte, der opfylder vaegtrelationen, er p; =1 og ps =2

9 ;
plo-% = ng’% == pnggy (0’0 = 20’2), idet
Lad 0(2) betegne den falles veerdi af piaf (svarer til varians for plaf = pzag
observation med vaegt pg = 1). ol 205 _ 20%
Da ser vi
P = o8 Der er uendelig mange lige gode valg af vaegte!!
L)
o5 3 1 2 2
Et andet valg er p; = 5 og p2 = 1 (07 = 03).

Dvs. vi skal simpelthen veaelge vaegtene sd de er omvendt proportionale Bemeerk: | eksemplet er vaegten pd den bedste maling dobbelt sa stor
med varianserne ! som vaegten pa den darlige méling.

Begge valg af vaegte giver samme X*:
pi/(pr+p2) =1/(1+2) = (1/2)/(1/2+1) =1/3
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Fordeling af slutfejl

Vaegte Fo

Vaegte

Alle vaegte der opfylder vaegtrelationen giver samme resulterende vaegte

og dermed samme X*.
2

90

Pi=—5
g3

Dermed Antag vagtrelationen er opfyldt, dvs.
o2 1 plgzz...:p 0'2:0'2,
Pi 72 o? 1 1 nYn 0
Wi = n - > — o—n 1 2
n - og = n o; D |
2= Pl I=1 6% D=z Y o2 3 gaelder . 2
Var(X*) = —=a2—.
Zi:l Di )

Dvs. i sidste ende afhaenger X* ikke af o2.

Med et andet szt vaegte p; = 53 /02 fis ngjagtig samme w; !

Rasmus Waagepetersen

of slutfejl i trekant

nivellement

Landmalingens fejlteori - Lektion4 - Vaegte og Fordeling af slutfejl
ordeling af slutfejl

of slutfejl i trekant

af slutfejl i nivellement

X1, Xy og X3 har faelles middelvaerdi 1 og varianser hhv. 3,4, 1.
Et optimalt sat af veegte er p; = 1/3, po = 1/4 og p3 = 1. Som estimat af 02 anvendes SZ:
Antag 1 = 5, 9 = 5.7 og 3 = 4.9 er observeret. Da er Sg _ P Pi(X — X*)?
n—1
Tt = 5.047 _ XX - (XY p
—1 :
Endvidere er 1 4 "
VaI'X* = ﬁ =0.63
304 Der gelder, at S2 er et centralt estimat for o3: ESZ = o2.

Rasmus Waagepetersen
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ling af slutfejl i nivellemen ordeling af slutfejl i trekant

En hgjdeforskel er nivelleret over n streekninger med samme

: 2 : 2 . . ) o .
B Vihar, at sj er et centralt estimat for 0. kilometerspredning oy. Variansen over en lengde ¢ er fra tidligere givet

m Variansen for det vaegtede gennemsnit er ved o2/.
v (X'*) o2 Hgjdeforskel h | Laengde ¢ | Varians pa h over £
ar = =

E?:l Di h1 2 O’% = O’ifl

. . . h 14 2 =020

m Et centralt estimat for variansen af det vaegtede gennemsnit er derfor 2 2 92 = Tkt2

2

—— h 0 2 — o2

2?:1 pi n n 0, = 0jbn

Forskellige varianser pga. forskellige straekninger (¢; # ¢;).
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eling af slutfejl i nivellement ordeling af slutfejl i trekant

Vagtrelationen er opfyldt nir m Hgjdeforskellen mellem punkterne P; og P> er opmalt ved et
geometrisk nivellement over to forskellige straekninger.
gé:plo'%:...:pngi P2

Indszttes udtrykket for 02 = £;02 har vi:
02 =p1oily = =puoily

Heraf fremgar det at hvis p; = E;l er ligheden opfyldt:

ol (ot = =0 0k, Data:

= op=--=0j. 5 ® iy = 347mm, £ = 671m

m ho = 356 , {5 = 853

Dvs. vaegte kan vaelges til p; = (¢;)~! (reciprokke leengde). 2 -mm > " .
Estimat af hgjdeforskel (veaegtet gennemsnit):

Bemaerk: her svarer o2 til kilometervariansen oZ. 1/671 1/853
347 +

T 1/671+1/853 1/671 4 1/853

=%

356 ~ 350, 96mm
Hvis o2 er ukendt kan den estimeres vha. S3 !
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vivellemer Fordeling af sl | i trekar Repetitior Vaegte Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl i trekant

Repetition Vaegte Fordeling af slutfejl

Vi méler vinklerne i punkterne 1-4.

Antag yderligere at kilometerspredning o, = 3mm/vkm.

Alle vinkler er malt med samme varians o2.

Varians pa estimatet:

Lad o2, , veere variansen af middelsatsen i punkt i.

2
VarX* = _3°/1000 = 3.3801

1/671 +1/853 Punkt Antal satser

q
B
3
<
AN

N

4
. . . . o2 1
Til sammenligning er varianserne for X; og Xy henholdsvis 6.039 og 1 2 02 | = 7ﬂ
m,
7.677. 9 9
2 9y
2 3 Oc 9= 5
. . . 2 2 O ow . " m,2 3
NB: vi omregner kilometervarians 3 mm?/km til “metervarians 9 3
32/1000 mm?/m da laengderne er angivet i m. 3 4 02 4= %
m,
o2 4
2 _ v /s
4 6 Omd = T L
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ordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl i trekant gt Fordeling af slutfejl i nivellement ordeling af slutfejl i trekant

Ifglge veegtrelationen skal p;oZ, ; vaere ens for alle i,
2 _ 2 2 _ 2 . . . .
P10m1 = P20 m2 = P30,m,3 = P40y, 4- Betragt en situation, hvor vi ved, at summen af vores observationer skal

) ) veaere lig en kendt vaerdi xg. Dette kunne eksempelvis veere:
Jf. udtrykkene fra forrige slide

o2 2 2 2 ®m xo = 200 gon, hvor vores mélinger er vinkler i en trekant.
v v v v . . .
Py =Py =P = PaTg ®m 29 = 0 mm, hvor vi nivellerer i et Jukket net, dvs. slut- og startpunkt

er det samme.

Saledes kan vaegtene velges lig antal satser for hvert punkt: .

h bz bs b Slutfejlen er afvigelsen mellem o og den faktiske sum af observationer.

Med disse vagte glder 03 = o2.

Igen kan o2 om forngdent estimeres vha. S3.
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Fordeling af slutfejl i nivellement ordeling af slt i r epetitior egte Fordeling af slutfejl i nivellement ordeling af slutfejl i trekant

Vi gnsker at beregne koten p til punktet P med hgjdeforskelle hy til Py

og ho til P,. Lengderne fra P til de to punkter P, og P» er henholdvis ¢4 2
og {a. 2
H2
P.
2 0 P ho
0 g
2
iz (::)*””—Z;——___———yu
P h2 M1
P 4
W“ Xy = p1 + Hy og Xo = o — Ho er uafhaengige stokastiske variable med
H1 E(X;) = E(X2) = p hvor Hy og Hj er de stokastiske variable svarende
til hl og hQ.

Punkterne P; og P» har kendte koter, hhv. uq og ps.
Fra fgr har vi, at Var(X;) = {107 og Var(Xs) = ly07.
To bud pa koten i P: 1 + hy og 2 — ho.
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Fordeling af slutfejl i nivellement g af s epetitio egte Fordeling af slutfejl i nivellement ordeling af slutfejl i trekant

m Hgjdeforskellen mellem punkterne P, og P> er opmalt ved et
Til at estimere 1 anvendes det vaegtede gennemsnit Z* idet varianserne geometrisk nivellement over to forskellige straekninger.
péd hgjdemalingerne ikke ngdvendigvis er ens,

P
—* P1 P2
= +h1) + 13 — ha), ¢
p1+p2 (1 ) D1 +p2(12 2) 2 112
: 2 2 L P ha
hvor vaegtene p; og po opfylder vaegtrelationen p, 4,0}, = p2la0y;. P L
o I
Dvs. de reciprokke lzengder kan anvendes som vagte, ozt
_ -1 _ -1
pr=40;" og py=4{;". 7 Data:

By = 7431mm, hy = 247mm, {1 = 671m
B o = 7828mm, hy = 156mm, {5 = 853m
Estimat af koten i punktet P:
161t
T 1/671+1/853

Estimatet for p er altsd givet ved:

—1 —1

14

1 2
= ————— (1 +h1) + ———= (2 — ha).
£;1+£;1(1 ) £;1+£;1(2 2)

=k

1/853
1/671 + 1/853

=k

(74314-247)+ (7828—156) ~ 7675, 36mm
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Fordeling af slutfejl i nivellement

Vi kan omskrive udtrykket for z* siledes:

7* = L( +h)+L( ,h)
= £f1+£51 M1 1 €;1+£2,1 M2 2
1 1
I €1€2 7y 5162
= 1 —= h —=2 —h
A L
EQ El
= +h1) + —h
f gt ) T g e —he)
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Rasmus Waagepetersen

Fordeling af slutfejl i nivellement

Py
la
H2
¢
Pl 1 P h2
& m
M1

Data:
By = 7431mm, hy = 247mm, {1 = 671m
B Ly = 7828mm, hy = 156mm, {5 = 853m
Slutfejl:
B oo — py = 7828 — 7431 = 397, hy + he = 247 4 156 = 403mm
m Slutfejl r,, = 397 — 403 = —6mm
Estimat af koten i punktet P:
4 671

o = TAB14 24T+ — 1= (_6) = 74314247 —2, 64
Gt b 2T 53 (0 +

(14+h1)+

Hgjdeforskelen h; skal altsa nedkorrigeres 2,64mm.
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Fordeling af slutfejl i nivellement ] ng af slutfejl i trekan:

P& grund af malefejl er hy + hy # ps — p1. Derfor indfgres slutfejlen r
T:MQ—,LL1—(h1+h2) &S pe—heo=p1+hy

Indsaettes dette i udtrykket for * far vi

_ 62 gl
= h —h
v Gt g ) e (e —he)
Uy 0y
= h _— h
€2+€1(H1+ 1)+£2+él(u1+ 1+7)
4y
= (N1+h1)+£2+£17“

Slutfejlen pa estimatet z* af koten p skal under de anvendte vaegte
(reciprokke leengdemal) fordeles proportionalt med vejleengden.
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rdeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl i trekant

A\

Betragt trekanten med sande vinkler «, 8 og «. Dvs a+ 3+~ = 200 gon.
Lad X, X og X, vare stokastiske variable (vinkelmalinger) med

E(X.)=a E(X;)=§ E(X,)=~

og
Var(X,) = Var(Xg) = Var(X,) = o?
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Fordeling af slutfejl i trekant epetitio S rdeling af slutfejl i nivellemen Fordeling af slutfejl i trekant

Som i foregaende eksempel er summen af z,, x5 og z., ikke 200 pga.
dgali alefejl.
X, er en direkte observation af a. uundgatige malete)

- . Derfor indfgres slutfejl 7,
Y, =200 — X3 — X, er en indirekte observation af a:

EY, = 200 — EX —EX, = a VarY, = 20 Ty =200 — (2o + 28 +24) & 200—a3 — Ty =0+ Ty,
o v o

. . . som indsattes i udtrykke for z*,
Idet varianserne for de to observationer X, og Y, er forskellige anvendes

vaegtet gennemsnit med p; = 2 og po = 1 (da variansen p3 Y, to gange w2 1 200
varians pd X,). = 3Tt g( —Tp — ay)
. 2 1
Dvs. « estimeres ved = §$a + g(xa +7y)
.2 1 2 1
= gxa + gya = gxa + 5(200 . .T»Y)

= Zq+ grv.

Dvs. slutfejlen fordeles ligeligt pa alle vinkler nar vinklerne er malt med
samme varians (NB ikke tilfeldet i eksamensopgave B).
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Fordeling af slutfejl i trekant

To =91 23=28 x,=87

Slutfejl:
ry =200 —91 — 28 — 87 = —6

Estimat af a:

1
wa+§r1,=9172=89

Antag spredningen pa vinkelmalingerne er o = 0.1. Da er variansen pa
estimatet (med 02 = 202)

= 202 2
VarX* = 22 = 252 9
3 3

og spredningen pa estimatet er

2
\/;0' = 0.8160
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