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Repetition Vaeg Fordelin

Landmalingens fejlteori - Lektion4 - Vaegte og Fordeling af slutfejl

Antag X3, ..., X, stokastiske variable med falles middelvaerdi i1 og
varians ¢2.

Hvis p er kendt estimeres o2 ved

Hvis p er ukendt estimeres o2 ved

R -
52 n_IZ(Xfxf

=1

NB: begge estimater er centrale (middelveaerdirette) men 52 har mindst
varians (mest pracist).

af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl

rekant
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Repetition

Dobbeltm3linger: X;; og X;» uafhangige middelvaerdi j; og varians o2.

Da har differens Y; = X;1 — X2 kendt middelveerdi nul og varians
2 _ o2
oy = 20°.

0% kan da estimeres ved
. 1 —
S=-> %
i=1

og o estimeres ved
Sy /2
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Repetition

ing af slutfejl i nivellement F

Antag X har middelvaerdi 10 og spredning 0.1.
Lad Y = log(X) (naturlig logaritme).

Linearisering af log(-):
1 1
log(z) ~ log(10) + 1—0(33 —10) = 0% +log(10) — 1

Dermed

1
EY ~ log(10) = 2.306 VarY ~ (

2
— ) 0.12 = 0.0001
10)
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ordeling af slutfejl
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Repetition Vaeg Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl i trekant

Hvis Y = h(X) maler h'(1) hvor sensitiv Y er overfor andringer i X
omkring u (hvor meget giver en @ndring i X anledning til at Y endres).

Derfor giver det god mening at

VarY ~ (h/(u))?VarX
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Fordeling af slutfejl i nivellement

Repetition

m Hgjdeforskellen mellem punkterne P; og P er opmalt ved et
geometrisk nivellement over to forskellige straekninger £1 > /5.

P,

hea

m De to estimater h1 og hy er realisationer af stokastiske variable H;
og Hy med varianser Elai og 5202.

B Kan vi kombinere de to estimater hy og ho for at opna et bedre
estimat under hensyntagen til, at der er stgrre usikkerhed for Hs end
for H1 ?

m En mulighed: h = (hy + ha)/2 - men det kan ggres bedre !

Rasmus Waagepetersen
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Fordeling af slutfejl i nivellement 0 g af slutfejl

Antag X3, ..., X, er uafhaengige stokastiske variable med ens
middelvaerdi . men forskellige varianser 0%, ...,02.

F.eks. mélinger med instrumenter af variende kvalitet eller nogle X;
kunne repraesentere gennemsnit af gentagne malinger.

Hvert X; tildeles en vaegt p; > 0 som afspejler malingens kvalitet (stort
p; svarer til god maling).

Vi estimerer da u ved det vaegtede gennemsnit

For observationer Xy, ..., X,, med veegte p; > 0,...,p, > 0 er det
vaegtede gennemsnit

X’*:file_F..._F

1
7 Xn=n (p1X1+"'+ann)'
D i1 Di > i1 Di dic1Pi
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“resulterende” vaegte

_ Db
w; n
lel D
summer sammen til en:
n
i=1
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Fordelin

of slutfejl i nivellement

Repetition

Det vaegtede gennemsnit
v D1 Pn
X'=——i—X;+- -+ = (M X1+ +pnXa)
> i1 Pi > i1 Di " > i1 Pi o
er et centralt estimat af , dvs.
E(X*) = u
for et hvilket som helst valg af vaegte p; > 0,...,p, > 0.
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Repetition Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl

Der er uendelig mange mulige valg af vaegte. Hvad er det bedste valg ?

Bedst betyder variansen VarX* mindst mulig !

Variansen VarX* er minimal hvis vaegtrelationen

2 2 2
P10y = P20y = -+ = Pn0y.

er opfyldt.
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Fordeling af slutfejl

af slutfejl i nivellement

Fordelin

Repetition

Antag veegtrelationen er opfyldt:
P107 = P20y = -+ = pnos.

Lad 02 betegne den falles vaerdi af p;o? (svarer til varians for

observation med vaegt py = 1).

Da ser vi
i

Dvs. vi skal simpelthen valge vaegtene s3 de er omvendt proportionale

med varianserne !

Rasmus Waagepetersen
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Repetition Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl i trel

Antag variansen pa fgrste maling er dobbelt s3 stor som pa den anden
(of = 203).

Et valg af vaegte, der opfylder vaegtrelationen, er p; =1 og py = 2
(02 = 207), idet

2 2
P10 = P20y

&1-203 =203

Der er uendelig mange lige gode valg af vaegte!!
Et andet valg er p; = 3 og ps = 1 (0 = 03).

Bemaerk: | eksemplet er vaegten pa den bedste maling dobbelt s stor
som vaegten pad den darlige maling.

Begge valg af veegte giver samme X *:
pi/(p1+p2) =1/(1+2)=(1/2)/(1/2+1)=1/3

ant
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Alle vaegte der opfylder vaegtrelationen giver samme resulterende vaegte

og dermed samme X*.

i
pPi = —
0;
Dermed
7 1
Di 0‘? a’? 1
w; = n = > n 1 2
n UD —_ n O'i
2121 Y2 lel - 1=1 o7 I=1 5%

Dvs. i sidste ende afhaenger X* ikke af o2.

Med et andet st vaegte p; = 65/0? fis ngjagtig samme w; !

Rasmus Waagepetersen
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Repetition Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl

Antag vagtrelationen er opfyldt, dvs.

2 2 2
plo'l :...:pnanzo'o.
Da gzlder
o
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Repetition Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl i trekant

X1, X5 og X3 har faelles middelvaerdi 11 og varianser hhv. 3,4, 1.

Et optimalt szt af veegte er p; = 1/3, po =1/4 og p3 = 1.

Antag 1 =5, 3 = 5.7 og x3 = 4.9 er observeret. Da er
z* =5.047

Endvidere er

. 1
VarX* =1 1 5 = 0.63
statl
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Repetition Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl

Som estimat af o2 anvendes SZ:

o _ iy mi(Xi = X2
0 n—1

_ S PiX] — (X)L pi

n—1

Der gzlder, at S er et centralt estimat for 03: ESZ = o3.
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Repetition Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl

B Vi har, at s3 er et centralt estimat for o3.

m Variansen for det veegtede gennemsnit er

i

Z?:l Di

m Et centralt estimat for variansen af det vaegtede gennemsnit er derfor

Var(X*) =

]

Z?:l Di
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Repetition

Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl i trekant

En hgjdeforskel er nivelleret over n straekninger med samme
kilometerspredning . Variansen over en lengde ¢ er fra tidligere givet

ved o2f.

Hgjdeforskel h | Leengde ¢ | Varians pa h over ¢
h1 61 0'% = Uiél
h2 £2 0’% = 0']%52
hy, lr o2 = U,%En

Forskellige varianser pga. forskellige straekninger (¢; # ¢;).
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Repetition Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl i trekant

Vagtrelationen er opfyldt nar

Indszttes udtrykket for o? = ¢;0% har vi:
US =p10i€1 = :pngifn
Heraf fremgar det at hvis p; = Ei_l er ligheden opfyldt:

2 —-1_2 -1 2
og = Vi opbi=---=4L0.lp

2 _ _ 2
Op == 0g.

Dvs. vaegte kan valges til p; = (¢;)~! (reciprokke lengde).

Bemazerk: her svarer o til kilometervariansen o7.

Hvis o2 er ukendt kan den estimeres vha. S3 !
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Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl

m Hgjdeforskellen mellem punkterne P; og P> er opmalt ved et
geometrisk nivellement over to forskellige straekninger.

P,

©)

ha

Data:
m h; =347mm, {1 = 671m
m ho = 356mm, {5 = 853m
Estimat af hgjdeforskel (vaegtet gennemsnit):

—*

1/671 1
670 /853

S R — — 1% 356~ 350,96
1/671 + 1/853 1/671 + 1/853 »somm
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ng af slutfejl i nivellemen

Antag yderligere at kilometerspredning o) = 3mm/vkm.

Varians pd estimatet:

2
= 1

=27 33801
1/671 +1/853

Til sammenligning er varianserne for X; og X2 henholdsvis 6.039 og
7.677.

NB: vi omregner kilometervarians 32 mm?/km til “metervarians”
32/1000 mm?/m da laengderne er angivet i m.
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Repetition Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfej

Vi méler vinklerne i punkterne 1-4.

Alle vinkler er m3lt med samme varians o2.

Lad o2, ; vaere variansen af middelsatsen i punkt i.

Punkt Antal satser me- L
7/
2 1
o
1 2 afnJ = 7”
2 2
o
2 3 0'72‘"/’2 = ?’U
2 3
o
3 4 0;73 = Z“
2 4
JU
4 6 Ur2n,4 =6 ///
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Repetition Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl

- 2 .
Ifglge veegtrelationen skal p;oy, ; veere ens for alle i,

2 _ 2 _ 2 _ 2
P10y1 = P20 2 = P30, 3 = P40, 4-

Jf. udtrykkene fra forrige slide

2 2 2 2
%o T 0o %0
p12 p23 P34 p46-

Saledes kan vaegtene valges lig antal satser for hvert punkt:

p1=2 p2=3 p3=4 ps=6

2

vr

Med disse vaegte galder 02 = o

Igen kan o2 om forngdent estimeres vha. SZ.
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Repetition e Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl

Betragt en situation, hvor vi ved, at summen af vores observationer skal
vaere lig en kendt vaerdi zy. Dette kunne eksempelvis veere:

B 29 = 200 gon, hvor vores malinger er vinkler i en trekant.

m xo = 0 mm, hvor vi nivellerer i et lukket net, dvs. slut- og startpunkt
er det samme.

Slutfejlen er afvigelsen mellem zy og den faktiske sum af observationer.
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Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl

Vi gnsker at beregne koten p til punktet P med hgjdeforskelle hq til Py
og hs til Py. Laengderne fra P til de to punkter P; og P, er henholdvis ¢,

og /5.
Py
4y
M2
h
P 2
Py 4l
H1

Punkterne P, og P, har kendte koter, hhv. p; og us.

To bud pa koten i P: uy + hy og o — ho.
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Repetition Vaeg Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl i treka

P,
Lo
H2
h
P 2
Py O
231

X1 = p1 + Hy og Xo = puy — Ho er uathaengige stokastiske variable med
E(X1) = E(X32) = p hvor Hy og Hj er de stokastiske variable svarende
til hy og ho.

Fra fgr har vi, at Var(X;) = 107 og Var(Xz) = l207.

Rasmus Waagepetersen
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Repetition EY: Fordeling af slutfejl i nivellement ordeling af slutfejl

Landmalingens fejlteori - Lektion4 - Vaegte og Fordeling af slutfejl

Til at estimere p anvendes det vaegtede gennemsnit Z* idet varianserne
pa hgjdemélingerne ikke ngdvendigvis er ens,

.’f* D1 (M1+h1)+ D2

=B — (11, — ha),
p1 + D2 p1+P2( )

hvor vagtene p; og po opfylder vaegtrelationen pif107 = palao}.

Dvs. de reciprokke leengder kan anvendes som vaegte,

pr=10" og pp=1L"
Estimatet for u er altsd givet ved:
B o 1
= W(ﬂl +h1) + W(M — ha).
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Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl

m Hgjdeforskellen mellem punkterne P; og P> er opmalt ved et
geometrisk nivellement over to forskellige straekninger.

Py
4y
M2
p/ e
Py 4l
o ST
H1
Data:
By = 7431lmm, hy = 247mm, 1 = 671m
B o = 7828mm, hy = 156mm, ¢35 = 853m
Estimat af koten i punktet P:
. 1/671 1/853

(7431+247)+ (7828—156) ~ T675, 36mm

¥ T 1/671 + 1/853 1/671 + 1/853
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Fordeling af slutfejl i nivellement

Vi kan omskrive udtrykket for Z* séledes:

Z*

Tyt T T T T
1 1
o Ul 5 Ul
- th)+ 2 —h
é"‘é‘g][Q(‘ul 1) %‘f’églé (,U’Q 2)
b (11 + h) + ———(p2 — ha)
{1+ 0 b+ 4o
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Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl

P& grund af malefejl er hy + hg # po — py. Derfor indfgres slutfejlen r
r=po—p1—(hi+he) < po—ho=p1+h+r

Indsaettes dette i udtrykket for * far vi

_ ly A
* = Sh) (s h
r lo + 04 ('ul 1) by + 4 (,Uz 2)
lo 2
- +ha) 4 (g b+
€2+€1(M1 1) €2+€1(I~L1 1+7)
%
= h
(11 + 1)+€2+€17”

Slutfejlen pd estimatet Z* af koten p skal under de anvendte vaegte
(reciprokke lzengdemal) fordeles proportionalt med vejlaengden.
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Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl

M1
Data:

By = 7431lmm, by = 247mm, /1 = 671m
B o = 7828mm, hy = 156mm, ¢5 = 853m
Slutfejl:
B oo — py = 7828 — 7431 = 397, hy + ho = 247 4 156 = 403mm
m Slutfejl r, = 397 — 403 = —6mm
Estimat af koten i punktet P:

12 671
= TA31 4247+ — 1 (—6) = 7431+247—2, 64
U+ 0g AT e s () +

(1 +hy)+

Hgjdeforskelen hy skal altsd nedkorrigeres 2,64mm.
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rdeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl i trekant

N\

Betragt trekanten med sande vinkler «, 5 og . Dvs a+ 8+~ = 200 gon.
Lad X, Xp og X, vaere stokastiske variable (vinkelmalinger) med

E(Xo)=a E(Xg) =8 E(X,)=v

og
Var(X,) = Var(Xg) = Var(X,) = o*
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Repetition g Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl i trekant

X, er en direkte observation af «.
Y, =200 — Xg — X, er en indirekte observation af a:

EY, =200 - EX; —EX, =a Vary, = 20>
Idet varianserne for de to observationer X, og Y, er forskellige anvendes
vaegtet gennemsnit med p; = 2 og p, = 1 (da variansen pé Y, to gange
varians pd X, ).

Dvs. « estimeres ved

. 2 1 2 1
T =t + 3¥a = 3% + 5(200 —xg — Xy)
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Repetition e Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl i trekant

Som i foregdende eksempel er summen af z,, 3 og - ikke 200 pga.
uundgalige malefejl.

Derfor indfgres slutfejl 7,
ry =200 — (2o + 2 +2,) © 200 —x8— 2y =2Ta+ Ty,

som indsaettes i udtrykke for z*,

. 2 1
T = 3% + §(200 —xg — Ty)
2 1
= gfﬂa —+ g(ma —+ T’U)
L1
= Zo+ Ty
3

Dvs. slutfejlen fordeles ligeligt pa alle vinkler nar vinklerne er malt med
samme varians (NB ikke tilfeeldet i eksamensopgave B).
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Landmalingens fejlteori - Lektion4 - Vaegte og Fordeling af slutfejl

Repetition V: Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl i trekant

To =91 xg=28 x,=87
Slutfejl:
Ty =200 — 91 — 28 — 87 = —6

Estimat af a:

1
xa+§rv:91—2:89

Antag spredningen pa vinkelmalingerne er o = 0.1. Da er variansen pa
estimatet (med 03 = 202)

202 2 4

VarX® =22 _ 2
ar 3 30’

og spredningen pa estimatet er

2
\/;a = 0.8160
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