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Repetition Fejlforplantnin, Fejlforplantnin

Lineaere tilfaelde Fejlforplantnin

Antag X;, X5, ..., X,, er uafthaengige stokastiske variable, og Y er en
linearkombination af X7, Xo,..., X,;:

Y =ag+a1 X1 +asXo+---+a,X,
Da er variansen for Y givet ved
Var(Y) = a?Var(X;) + a2Var(Xs) + - - + a2 Var(X,,).

Specielt:
Var(aX) = a*VarX
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Repetition F in, Fejlforplantnin Lineaere tilfaelde

R;

Vinkler bestemmes som differensen mellem to retningsbestemmelser. Fx.
er Vi;; = R; — R; hvor bdde R; og R; er uafhaengige stokastiske variable.

Vi antager retningerne er malt med samme ngjagtighed, dvs
Var(R;) = Var(R;) = 0%. Variansen p3 V;; er givet ved

oy = Var(V;;) = Var(R; — R;) = Var(R;) + (—=1)*Var(R;) = 20%.
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Repetition Fejlforplantnin, Fejlforplantning - Linezere Fejlforplantnin,

N\
Betragt trekanten med sande vinkler «, 5 og . Dvs a+ 8+~ = 200 gon.

Lad X, Xp og X, vaere stokastiske variable (vinkelmalinger) med
E(Xo)=a E(Xg) = EX,) =~v

og
Var(X,) =0.3 Var(Xg)=0.1 Var(X,)=0.3
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Antag vi har malt x, = 61 x3 = 72 x, = 65. Da er slutfejlen
r=200—61—72—65=2
Estimation af a:

Sat Y, =200 — X3 — X,. Da har Y middelvaerdi o og varians
0.14+0.3=0.4.

Vaegtet gennemsnit (vaegte 4 henholdsvis 3 for X, og Y,,):

3
3147 T3 Y

——(r+x4)
3
= 61.8571
3+4r 61.857
NB: her fordeles slutfejlen ikke ligeligt !
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Repetition

Varians af vaegtet gennemsnit (idet vinkelméalingerne antages
uafhaengige):

g 4 2 3 2
VaI‘X = <3—|_4) VaI‘X@ =+ (?)—i—4> VarYa = 01714

Alternativ beregning
08 =4%03=3%04=1.2

_ 2 1.2
VarX* = % _ =2
p1+ p2 7

=0.1714
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Repetition Fejlforplantning Fejlforplantning - Linezre tilfzlde Fejlforplantning - Uafhangige variable \fhangig

Landmaling involverer ofte bestemmelse af stgrrelser som ikke kan males
direkte, men kan beregnes ud fra andre mélinger:

m Vinkler - vha differenser af retningsmélinger.
m Arealer - vha vinkler og laengder.

B Langder - vha trigonometriske relationer.

[ T

| resten af kurset gennemgar vi hvorledes fejlene pad de malbare stgrrelser
forplanter sig til fejlen pa den interessante ikke-malbare stgrrelse.

Eksempelvis kan arealet, T, af en trekant bestemmes ved
1
T= iab sin C,

hvor leengdemalingerne a og b samt vinklen C' males med usikkerhed.

Mere teknisk: Vi vil finde tilnaermede udtryk for (teoretiske) middelvaerdi
og varians for de ikke-malbare stgrrelser pd baggrund af middelvaerdi og
varians for de mélbare stgrrelser.
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Repetition Fejlforplantnin Fejlforplantning - Linere tilfzlde Fejlforplantnin

Vi har tidligere set, hvordan vi finder tilnaermede udtryk for middelvaerdi
og varians for Y, ndr Y ikke er en linezr funktion af én stokastisk
variabel:

Linezr approximation af g omkring p:

Y = g(X) g(pm) + g' () (X — p)
g (WX —g' (w)u+ g(p)

= aX +b,

%

hvor a = ¢'(1) og b= —g'(1)pn + g(1).
ar+b
_ g9(z)

gp) F-———=---
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Repetition

Landmalingens fejlteori - Lektion 5 - Fejlforplantning

Fejlforplantnin Linezre tilfaelde Fejlforplantning - Uafhaengige variable

Antag X;, X5, ..., X, er n uafhangige stokastiske variable.
Middelvaerdi og varians for X; er hhv. u; og o?.

Antag Y er en funktion af X7, X5,..., X,:
Y = g(X17X27‘ .. 7X’n)7

hvor g er differentiabel.

Vi gnsker at finde (tilnzermede) udtryk for middelveerdi og varians
for Y.

Hvis g ikke er linezer i X1,..., X, kan vi ikke anvende de
saedvanlige udtryk.
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Repetition F in, Fejlforplantnin, Linezre tilfaelde Fejlforplantning - Uafhaengige variable

Lgsningen er at linearisere g omkring punktet (p, pio, ..., fn):

dg dg
Y ~ ey i — (X — e —— (X, — n),
g(ula,u27 s )+ aXl( 1 M1)+ + aXn< H )
hvor vi anvender notationen
99 _ 0g(z1,@2,...,%n)
8X1 - 8xl x1:N1,w2:M27~~7In:Mn7

dvs. 66—)?1 betegner den i'te partielle afledede evalueret i punktet
(:ula Ha,y ... 7,“71)

| praksis kender vi typisk ikke g1, ..., i,. | stedet anvender vi estimater,
fx. gennemsnit af en eller flere mélinger af p;.
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Fejlforplantnin, Fejlforplantnin, inezere Fejlforplantning - Uafhaengige variable

For n = 2 svarer den linezere approksimation til at tilnaerme en funktion
med et tangent-plan.

_32 1 3 1 4 2
g(x,y)—4y to¥ — 3y

Tilnzerm med tangent-plan i punktet (2,4):

_8/3 Wion— g Y4 -
024)=8/3 Fey=-1 Fe1y=0

g(z,y) = 8/3 —4(x —2)
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Fejlforplantnin, Fejlforplantnin, inezere tilfeelde Fejlforplantning - Uafhaengige variable

Vi kan approximere variansen pd Y

0 0
Var(Y) ~ Var (g(m,uz, ces ) 87?1()(1 —p) -+ 8)? (Xn — un)>
g 9g
_Va'r<g(ulaﬂ27"'7ﬂ/n) - 67)(1/1‘1 - aanﬂn‘i‘
konstant

dg dg
- it ' X
Var(axl Tt o, ”)

_ (99 (X) 4ot (22 2Var(X)
“\ax; ) "M 9X,, "
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Repetition F in, Fejlforplantnin, Linezre tilfaelde Fejlforplantning - Uafhaengige variable

Antag X1, Xo,...,X,, er n uafhaengige stokastiske variable, hvor
Var(X;)=0%,...,Var(X,)=02. Lad Y = g(X1, Xa,...,X,,), hvor g er
en differentiabel funktion. Et tilnaeermet udtryk for variansen for
Var(Y)=o0% er

dg 2 dg 2
2 I 2 I 2
oy = (axl) it <8Xn n

Bemeerk: For en linear transformation )

Y =ag+a1 X1 +aXo+...+a, X, gelder 88—)?1 :a1,.--,3dTgn =ay,. |
dette tilfeelder giver ovenstdende resultatet det samme som den
sadvanlige variansregel for en linearkombination af stokastiske variabel.
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Fejlforplantning - Uafhzngige variable

Bemaerk: X;'s bidrag til den samlede varians (for V) afhanger af
1. Variansen o2 for X;.

2. Hvor sensitiv Y er overfor andringer i X; - méalt ved |a |
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Fejlforplantning - Uafhaengige variable \fhaengig

Repetition Fejlforplantnin, Fejlforplantning - Linezre tilfzlde

Arealet T kan bestemmes pa flere
mader:
BT = %absinC (1)

T =1lacsinB (2)

T =1bcsinAd (3)

Rasmus Waagepetersen
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Landmalingens fejlteori - Lektion 5 - Fejlforplantning

Fejlforplantnin, Fejlforplantnin, inezere tilfeelde Fejlforplantning - Uafhaengige variable

Vi analyserer arealudtrykket (1): 7' = Sabsin C.

Jf. fejlforplantningsloven galder der,

) or\*> , [oT\* , [(0T\* ,
UT“%%‘*‘% 0b+%00

De partielt afledte er:

1,7 o
aiT _ lbsinC’: sabsinC _ Z
Oda 2 a a
or 1 . labsinC T
%—gasmC—ib =3
oT 1 1 1 cosC'1 cosC'1 T 1 200
— = —abcosC— = —absinC — =T — = — = —
oc ~ Vet T WY oW sinCw tanCw’ lw T ]
Sidste omskrivning gaelder idet

sinx 1 cosT

tanx = = = — .
cos T tanx sin x
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Fejlforplantnin, Fejlforplantnin, inezere tilfeelde Fejlforplantning - Uafhaengige variable

| et eksempel fra noterne er fglgende oplysninger givet:
a=115.53m, b=152.17m 04 = 0p = lcm.
C =93.273 gon oc = 0.002gon.

Dvs. vi kan regne estimatet for 7' som

T = %absinC = %115.53m x 152.17m X sin 93.273 = 8741.072m?
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Repetition Fejlforplantnin, Fejlforplantning - Linezre tilfaelde Fejlforplantning - Uafhaengige variable \fhaengig

Variansen 0% p3 estimatet T er fra forrige slide pavirket af o,, 0}, og o¢
pa fglgende made,

T\ 2 T\ 2 T 1\2
"%%(5) "3+(3> "5+(fmc;) oC

8741m?2 \? 8741m?2 \? 8741m2  1\2
= =——)(0.01m)?+{ ———— }(0.01m)?>+{ ————— — ) (0.002gon)?
(115.53m)( m) +(152.17m)( m) +(tan93.273w)( gon)

= 0.57m* + 0.33m* + 0.0008m*
= 0.9033m*.

Standard-afvigelsen er:

or = /0% = 0.9504m>.
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Fejlforplantnin, Fejlforplantning

inezere tilfaelde

Antag nu at malene i trekanten er malt sdledes:

Fejlforplantning - Uafhaengige variable

a b c A B C

1 115.5603 152.1643 181.1362 43.7505 62.9538 93.2993
2 115.5397 152.1410 181.1246 43.7485 62.9498 93.3008
3 115.5527 152.1700 181.1312 62.9514 93.2730
4 115.5350 181.1141 62.9511
5 115.5341 181.1138
6 115.5431
7 115.5519
8 115.5300
T 115.5434 152.1584 181.1240 43.7495 62.9515 93.2910

— 2 2 2 2 2 2
) % % % % % %
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Fejlforplantnin, Fejlforplantnin, inezere tilfeelde Fejlforplantning - Uafhaengige variable

Fra tidligere kan arealet T' beregnes pa mindst tre mader (1)-(3). Hvis vi
anvender gennemsnitsmalingerne fra forrige slide har vi:

1

(1) T = §absinC = 115.5434 x 152.1584 x sin 93.2910 = 8741.681m?
1

(2) T = §ac sin B = 115.5434 x 181.1240 x sin 62.9515 = 8741.376m?

1
(3) Tz = ibc sin A = 152.1584 x 181.1240 x sin 43.7495 = 8741.710m?
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Landmalingens fejlteori - Lektion 5 - Fejlforplantning

Fejlforplantnin, Fejlforplantning - Linezere tilfelde Fejlforplantning - Uafhaengige variable

Tidligere s3 vi hvordan 02 blev bestemt for (1) med data fra noternes

eksempel. Nedenfor bestemmes 07, , 07, og 07, :

[ 8741 20.012+ 8741 20-012+ 8741 1Y°0.0022
7T T \11554) " 8 152.16) 3 tan 9320w /) 3

= 0.1818502m™.

8741 Y0.012 [ 8741 \0.01? 8741 1Y°0.0022
T T \115.54) 8 181.12) 5 " \tan62.95w /) 4

= 0.1262968m*.

97~ \ 15216 )~ 3 181.12) 5 tand3.75w ) 2
=0.2126244m*.

- ( 8741 )20.012+( 8741 )20.012 ( 8741 1>20.0022

Rasmus Waagepetersen



Fejlforplantnin, Fejlforplantnin, inezere tilfeelde Fejlforplantning - Uafhaengige variable

Vagtene i det vaegtede gennemsnit T* skal opfylde vaegtrelationen,
2 2 2
P10, = P207, = P30T,-

Fx. kan vi vaelge p1 = 1, hvilket medfgrer at

2 2
0% 01819 03, 0.1819
=20 —1.4399 =n — 0.8553
P2 =52 7 01263 %8 P52 T 0.2126

Séaledes er py =14 1.4399 + 0.8553 = 3.2952 og estimatet af T,

gr=0p P2y By

P+ b+ D+
1.4399 0.8553
= 8741.681 8741.376 8741.710
3.2952 + 3.2952 + 3.2952
= 8741.55m?
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Repetition Fejlforplantnin, Fejlforplantning - Linezre tilfaelde Fejlforplantning - Uafhaengige variable \fhaengige variable

For at udregne konfidensinterval for T" har vi brug for at kende variansen
af X*.

Det er nemt hvis T1, T5 og T3 kan betragtes som realisationer af
uafhangige stokastiske variable - men dette er ikke tilfeeldet ! (hvorfor ?)

Vender tilbage til udregning af variansen i lektion 6.

Rasmus Waagepetersen
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Fejlforplantnin, Fejlforplantning - Linezre tilfzlde Fejlforplantning - Uafhangige variable Afhangige variable

Betragt X; og X, som ikke antages at vaere uafhangige. Dette betyder
at Var(X; + X53) bliver mere kompliceret.

Lad E(X;) = g og E(X3) = po:
Var(Xy + X2) = E [[(X1 + X2) = (1 + p2)]?]

= E [[(X1 — ) + (X2 — )]
=E[(X1 — )+ (Xo — p2)® + 2(X1 — ) (Xa — )]
= E[(X1 — 111)%] + E[(X2 — p2)?] + 2E[(X1 — 1) (X2 — p12)]
= Var(Xl) -+ Var(XQ) -+ Q]E[(Xl — ILLl)(XQ — ,LLQ)}
Middelvaerdien
E[(X1 — p1)(X2 — po2)]

kaldes kovariansen mellem X; og Xo.
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Afhzngige variable

Hvis X7 og X5 er uafhangige galder
E[(X1 — p1)(X2 — p2)] = E[Xy — i JE[X — po] = 0

hvorved Var(X; + X3) = Var(X;) + Var(X32)
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Repetition Fejlforplantning Fejlforplantning - Linezre tilfzlde Fejlforplantning - Uafhangige variable

Afhzngige variable

Antag X, og X5 er to stokastiske variable med middelvaerdier hhv. p; og

1o. Kovariansen mellem X; og Xs er da defineret som

Cov(X1, X2) = E[(X1 — p1) (X2 — p2)]-

Notation: Kovariansen mellem to stokastiske variable X; og X5
betegnes ofte g15.

Hvis X7 og X, er uafhangige, sé er Cov(X;, X3) = 0.
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Repetition Fejlforplantnin, Fejlforplantning - Linezre tilfzlde Fejlforplantning - Uafhangige variable Afhangige variable

Kovarians > 0: (X7 — p1) og (X2 — p2) har overvejende samme fortegn.
Kovarians < 0: (X; — u1) og (X2 — uo) har overvejende modsat fortegn.

Dvs. kovarians er et mal for om X og X5 er positivt eller negativt
associerede.
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Fejlforplantnin, Fejlforplantnin, inezre Fejlforplantnin, Uafhaengige variable Afhzngige variable

Kovariansen mellem a1 X; og as X5 er

(COV((lle, a2X2) = alag(Cov(Xl, XQ)

Det medfgrer at variansen for a; X1 + a2 Xs er

Var(a1 X7 + a2 X2) = Var(a1 X1) + Var(as Xs) + 2Cov (a1 X1, a2 X>)
= a?Var(X,) + a3Var(Xs,) + 2a1a2Cov(X;, X5).

Specialtilfelde:
Var(aX) = Cov(aX,aX) = a-a-Cov(X,X) = a’VarX

Kovarians for summer:

Cov(X,Y 4+ Z) =Cov(X,Y) + Cov(X, Z)
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Repetition Fejlforplantnin, Fejlforplantning - Linezre tilfzlde Fejlforplantnin,

Afhzngige variable

Antag Cov (X7, X5) = 2. S& er kovarians mellem 3X; og 4X, 12 gange
sa stor.

Kovarians afhaenger af skalering og er derfor ikke et velegnet mal for
graden af afhangighed mellem to stokastiske variable - vi kan fa vilkarlig
stor kovarians ved blot at gange de stokastiske variable med store
konstanter.

Kovarians afhaenger ogséd af enheder. Kan virke underligt at male
‘afhaengighed’ i f.eks. gon2.
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Repetition Fejlforplantning Fejlforplantning - Linezre tilfzlde Fejlforplantning - Uafhangige variable Afhangige variable

Antag X; og X er to stokastiske variable med varianser o7 and o3.
Korrelation Corr(X7, X3) mellem de stokastiske variable X; og X5 er
defineret som

(COV(Xl, XQ)

V/Var[X[Var[X,]

Ofte skrives korrelation som p = Corr(X;, X5).

(COI‘I‘(Xl, Xz) =

Med notationen Var[X;] = 02 og Cov(Xy, Xa) = 012 er korrelationen

mellem X7 og X5
012

o103

Hvis vi kender korrelation og varianserne har vi kovariansen som:

012 = 0102p.

Landmalingens fejlteori - Lektion 5 - Fejlforplantning Rasmus Waagepetersen



Repetition Fejlforplantnin, Fejlforplantning - Linezre tilfzlde Fejlforplantning - Uafhangige variable Afhangige variable

korrelation maler kovarians i forhold til varianser
korrelation uafhaengig af enheder

-1<p<1

Mal for graden af lineaer sammenhaeng.

p=—1o0g p=1 = perfekt linezer sammenhang.

Uafhangighed = p = 0.
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Afhzngige variable

Eksempler: p er korrelationen i populationen og r er den estimerede
korrelation for de viste stikprgver.

p=1r=1 p=0.9 r=0.902 p=0 r=-0.053
10 ofpa 12 ° 44 vy g°9
4 10 o o ®® o0 8 B ©
s 8 - & e’ 21 60 80 000890, @
6 o] @8 040°8°39 ¥ % ° 8.0 o
) -2 {0 o ° @ 0 3
4 44 o °§}8 ° N 060 8 0 @7 @
tle” Plgm e BRI MRS
o T T T T T T \c T T T T T 787\ T T T T T
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
p=-0.4 r=-0.452 p=0r=-0.08 p=0 r=-0.157
P e 63 @ og o 25 {& g
®® 3o 4 o0 @l 204
0 g, oaoéioa%e 8° 2, 2% & 8 15 % o°
8%.°5 890800, o o o o o 8o
PP © 0°¢” GO O 01 o 10 &0
27 %% ©og g,% Beo o -2 & © o 5%
o 0,870 27 an 5 B AR
44 ° o of PN s & 0 S s ©
T T T T T T T T T T T T -5 T T T T T T
0o 2 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

NB: de sidste (lidt patologiske) eksempler viser, at Cov (X1, X2) = 0 eller
Corr(X1, X3) = 0 ikke medfgrer uafhaengighed.
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Afhzngige variable

Eksempel: VarX; =2, VarX, =3 p=0.5

Var(X; + X2) =2+ 3+ 2V2V3-0.5 = 7.45

Dvs. positiv korrelation gger varians af sum.
Med p = —0.5 fas
Var(X; 4+ X)) =2+ 3 —2v2V3-0.5=2.55

Dvs. negativ korrelation mindsker varians af sum.
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Landmalingens fejlteori - Lektion 5 - Fejlforplantning

Fejlforplantnin, Fejlforplantning - Linezre tilfzlde Fejlforplantning - Uafhangige variable Afhangige variable

Tidligere har vi set Y=¢(X1,X2) hvor g er en transformation af X; og
X5,

En linezer approximation af Y omkring punktet (1, u2) er givet ved:

99

0
Y =¢9g(X1,X0) =
9(X1, Xo) = g(p1, p2) + X,

87)‘?1(X1—M1)+ (X2 — p2)

Hvis X1 og X5 er uafthangige har vi set, at

Var(Y) ~ <86)?1>2VM(X1) + (&YVM(XQ)

Hvordan ser det ud, hvis X; og X5 er afhangige, dvs. nar
COV(Xth) 7é 07?
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Fejlforplantnin, Fejlforplantning - Linezre tilfzlde Fejlforplantning - Uafhangige variable Afhangige variable

Hvis Cov (X4, X2) = 012 # 0 bliver variansen af Y

0 0
Var(Y) ~ Var (Q(Ml,uzﬂ‘ 87)?1()(1 — 1) + 37)?2()(2 —M2)>

= Var | g(p1, p2) — 38)?1 p1— 882?2 2 +5~?}?1 X1+ 38)?2)(2
konstant

= v (2w 2 x)

= (&)2 o1 + <£§2>205 - 2%%COV(X1,X2)

= (&)205 + ((%’2)205 + 288—)?188—)?2012
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Repetition Fejlforplantning Fejlforplantning - Linezre tilfzlde

Landmalingens fejlteori - Lektion 5 - Fejlforplantning

Antag X;, X5, ..., X, er stokastiske variable, med varianser

0?,02,...,02. Antag desuden, at kovariansen mellem X; og X er
(COV(XZ',X]') = 04j-
Variansen for linearkombinationen er

Var(ag + a1 X1 + -+ + 0 Xp,) = a20? 4+ - + a2 + Z a;4;0;;
i#]

n
— 2 2 P
= E a;o; +2 E a;0;0;;
i=1

1<j

Fejlforplantning - Uafhangige variable Afhzngige variable

Bemark, at summen 3, . = St > iy betyder at vi lader i
gennemlgbe alle index 1,...,n og j skal hver gang vaere strengt stgrre
end 7.
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Afhzngige variable

Variansen er altsa

Var(ag + a1 X1 + -+ + apnX,,) = a2o2 4+ - + aiai +2 Z ;6055
i<j

Summen ). _. svarer til de mgrke celler nedenfor. Bemaerk: o;; = 0.

i<j
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Landmalingens fejlteori - Lektion 5 - Fejlforplantning

Fejlforplantnin, Fejlforplantning - Linezre tilfzlde Fejlforplantning - Uafhangige variable Afhangige variable

Er transformationen af Y = g(X;, ..., X,,) en vilkérlig differentiabel
funktion laver vi som tidligere en linezer approximation af g omkring
middelvaerdierne af X;'erne (p1, ..., tn),

dg
0X,,

0
9K X) 2 (i) 4 (K= ) o g (K )

Dette svarer til at

9(X1,.. .., Xn)mRa+ar X1+ +an X,

hvor
dg dg
aO:g(ul’”.’un)_T)ﬁﬂl_”'—6X Lhn
n
=29 i-1..n
liaX’L — ge ey
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Afhzngige variable

Vi har altsa
9(X1,..., Xp)mRag+ a1 X1+ +an Xy,
hvor
( ) dg dg
ap = e ) — ] — . — "
0 g\H1, 5 b aXl:u‘l 8X”N
dg . 1
a; = i=1,....n
3 aXZ ) )

Dvs. et tilnzermet udtryk for variansen, o, af Y er

n
U% =~ E +2 E ;005
i=1

i<j

_ dg 22 dg 22 dg Og
(8X1>01+“.+<3Xn 0n+2§3Xian0”
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Fejlforplantnin, F in neare Fejlforplantnin, Uafhaengige variable Afhzngige variable

Eksempel: X, og X, betegner malinger af sideleengderne a og b
(kateterne) i en retvinklet trekant. Et estimat for hypotenusen ¢ er da

[ 22 2
r; + Ty

Antag X, og X} har samme spredning 0.05 og korrelation p = 0.2.

Med ¢ = va? + b? fas
%_ a @_ b
da  aZ+b2 O0b  aZ+ b2

Dermed fas en tilnaermet spredning pa estimatet af ¢ som

2 2
—Ta ) 0.0524 [ —2 ) 0.05242:0.052.0.2——2 T
Va2 + g Va2 +ag Vg + g ol + g

Med x, = 3.1 og xp = 4.5 er estimatet for ¢ 5.46 og variansen for
estimatet af ¢ bliver 0.00296718.

Hvis p = 0 bliver variansen kun 0.0025.
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