Repetition

Landmalingens fejlteori
Lektion 6 Antag X1, X, ..., X, er n uafthangige stokastiske variable, hvor
. . X1)=02,... Xp)=02.
Den generelle fejlforplantningslov Var(Xy) =0t Var(Xn) =0,

Lad Y = g(X1, Xo,...,X,), hvor g er en differentiabel funktion.

Rasmus Waagepetersen - rw@math.aau.dk Et tilnermet udtryk for variansen for Var(Y)=0% er
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Repetition Generelle fejlforplantningslo gel Repetition

Kovarians:
| eksempel 27 i noterne kom vi frem til fglgende estimat af variansen pd Cov(X1, X3) = E[(X1 — p1)(Xa — o)
det estimerede trekant-areal:
Korrelation:
0% ~ 75.66% - 0.012 4 57.44% - 0.01% + (927.17/200)? - 0.0022 Cov(X1,Xs)  Cov(X1,Xo)
1,2 1,2
~ 75.66” - 0.01% + 57.44% - 0.01 + (14.56)* - 0.002° p = Corr(X1,Xs) = T eh T el
Leddene svarer til bidrag fra malingerne af side a, side b og vinkel C' med p mellem -1 og 1
spredningerne 0.01, 0.01 og 0.002.
1 p positiv/negativ < positiv/negativ sammenhang mellem X; og Xs.

Hvis vi gnsker at reducere variansen ved at foretage yderligere malinger -

hvad er da den bedste fremgangsmade ? Eks.: X har spredning 0.1 og er uafhangig af v som har spredning 0.05.
Hvad er kovariansen og korrelationen mellem X; og Xo = X1 +v ?
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Repetition G tingslo Repetition

Antag X, Xo,..., X, er stokastiske variable, med varianser Lad Y = g(X1,...,X,) hvor o;; = Cov(X;, X;) kan vaere forskellig fra
02,02,...,02%. Antag desuden, at kovariansen mellem X; og X er nul. Da gelder
COV(Xi,Xj) = 0jj.
Variansen for linearkombinationen er g \? g\ dg 0
A (e P R (A i+227979%.
2 2 2 2 0X4 0X, « 0X; 0X;
Var(ag + a1 X1 + -+ + apX,) = ajoi +--- +azo; + ZZaia]-Ji]- <J
" '~ Dvs. vi skal nu ogsd inkludere en sum over alle par X, X;, i # j.
= Za?af + 2 Z ;45055
i=1 i<j
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Repetition Generelle fejlforplantningslo Polzere malinget etitio Generelle fejlforplantningslov

Lad X; og X5 veere stokastiske variable med middelvardi og spredninger

hvor Corr(X, Xs) = 0. . - -
1, 2 0g 01,03 hvor Corr(Xy, X) = p # | landmaling forekommer polzre malinger hvor de rektangulaere méalinger

Vi gnsker at bestemme variansen af Y = % Dvs vi skal bestemme de fremkommer ved fglgende sammenhzenge,

partielt afledte af Y mht. X; og Xo,

oy 1 oy X, X =S8cosf) Y = Ssinf

0X1 X, Xy X2
m Vi ser at bdde X og Y er transformationer af de samme stokastiske

Indszettes udtrykkene nu i formlen for o2 far vi ;
variable S og 6.

9 1\’ 9 11 2 9 1 1 m Det medfgrer at de ikke er indbyrdes uafhaengige og derfor har vi
v\, Tt 2) +2 YA A 2 typisk Cov(X,Y) # 0. Vi siger ogs3 at X og Y er korrelerede.
o\ 2 2 m Milet er nu at finde et (tilnaermet) udtryk for kovariansen mellem X
1 H1 2 oM
= (*) (7) 03 —2=—50102p og Y.
M2 M3 Ha

m fgrst far vi brug for lidt vektor og matrix-regning.

Godt eller skidt at have positiv korrelation?
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Repetition Generelle fejlforplantningslov Polaere malir

Generelle fejlforplantningslov

Antag X5, X5,..., X,, er SV. Vi kan da forme en stokastisk vektor

. 9 .
X, Antag X; har varians o} og kovariansen mellem X; og X er
X2 (COV(XZ‘, X]) = 04j-
X = Alle varianser og kovarianser kan samles i en kovarians-matrix
2
Xn (o5} 012 *** Oln
2
021 gy T2n,
Antag X, har middelveerdi p;, da kan vi definere en middelvaerdi-vektor: Kx = Var[X] =
2
E[Xl] I Onl On2 - o,
E[X, 2 . . . . .
px = E[X] = [Xe] — H Kovariansmatricen Kx er en kvadratisk og symmetrisk n X n matrix, da
. : (COV(X,’,Xj) :(COV(XJ',XI').
E[Xn] Hn
\Uandimalingens f2lieor =Lsktion] = Den generall fej frp Aningsiay o e

Repetition

Generelle fejlforplantningslov Polzere malinget

Generelle fejlforplantningslov

olaere malinger

Antag at X er en n x 1 sgjle-vektor (som fgr).

| tilfeldet, hvor X;'erne er indbyrdes uafhangige, er o;; = 0 for alle 4 og Antag A er en m X n matrix og b er en m x 1 sgjle-vektor og lad
j og Kx bliver sdledes en diagonal matrix:

Y =AX+b.
o 0 0 0
0 o2 0 0 Da er Y en m x 1 sgjle-vektor med middelvaerdi-vektor
Kx=10 0 o3 0
: E[Y] = E[AX +b] = AE[X] + b.
0 0 O o2 3 og kovariansmatrix

Var[Y] = Var[AX + b] = AVar(X)AT = AKx AT
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Generelle fejlforplantningslov

Repetition Generelle fejlforplantningslov Polaere malir

Som tidligere laver vi en lineaer approximation af Y3 omkring
middelvaerdierne af X'erne,

Antag nu Y1,...,Y,, er transformationer af X1,..., X,,. Agk o
Y, ~ 3 sy M +7X_ ++7Xn_ n
%~ gr Hn) 6X1( 1= 1) 8Xn( fin)
Dvs.
Omskrevet til matrix-form:
lflzgl(Xla"'aXn) [ X1 — p
Yb:g?(Xlw"aX) , Xo — p2
" Va4 3 3 o 2]
L X% — Hn
Ym:gm(X17-~~aXn) 1 X1
. w2 ) . ) X3
hvor g1, ..., gm er m differentiable funktioner =gk(-+)— [g% g% dd%] + [;’%ﬁ ;’% 3;%“ .
LKn Xn

=gr(--+) = Grpx + GpX.
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Generelle fejlforplantningslov olzere malinger

Repetition Generelle fejlforplantningslov Polzere malinget

Lineariseringen af Y}, kan (altsd) skrives som

Lineariseringen for Y7,...,Y,, kan skrives samlet som
Yi = gu(-+) — Gepx + GiX, & !

hvor Gy, = |58 S8 .. 2] Y ~ g+ G(X - px)
0X;1 0Xo X, S Gux " GX’

Et tilnaermet udtryk for variansen for Yy er

hvor
Var(Yy) ~ Var(gk(. ) — Gpux + GkX) ol ) G ggl aai %
=G,VarX GT:GKGT: 1 1y Mn 1 X1 X X
S VorX) G = Gk G 9211, i) G> s s
IXn  pxn  nxl 4 g = : og G= S| = . .
g\ o agi \* o Jgr. Ogr ' ' Ogm O g

Matricen G kaldes Jacobi-matricen.
Resultatet matcher de tidligere beregninger Ex: varians for Y = X; /X,
vha. matrixberegning.
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Generelle fejlforplantningslov

Et tilnaermet udtryk for kovariansmatricen for Y er

Var(Y) ~ Var(g — Gux + GX)
= GVar(X)GT = GKxGT

Dette resultat kan opsummeres i den generelle fejlforplantningslov:

Antag X5, X5, ..., X,, er SV med kovariansmatrix Kx. Antag for
i=1,...,m, at¥; = g;(X1,...,X,), hvor g; er en differentiabel
funktion. Da er et tilnaermet udtryk for kovariansmatricen for Y givet ved

Var(Y) =~ G KxG7,

hvor G er jacobimatricen.
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Generelle fejlforplantningslo Polaere malinger

Vi antager at koordinaterne for opstillingspunkterne A og B er fejlfrie,
dvs O'%A ~ 0, 0'12VA ~ 0, O'QEB ~ 0, 012\,3 ~ 0, og dermed o, = 0.

Vi antager ogsd, at malingerne af S og [ er uafhangige.

Kovariansmatricen for [, 3]7 er derfor
2
_los O
O ()

Ifglge den generelle fejlforplantningslov er et tilnaermet udtryk for
kovariansmatricen for (E, N) givet ved

Bl _ T _ 0% OEN
var([N]) = e = o= [E

hvor G er Jakobimatricen:

o % %] _[me+s Seos@rmi] 200z

o %—]g cos(a+ ) —Ssin(a+ B)L ™
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Polzre malinger

- — —— milt horisontalretning & Kendt punkt
- == — mélt afstand © Nyt punkt

Koordinaterne til punkt P = (E, N). Vinklerne er milt in gon.

()~ (RS-l - (Rrsse )

idet sin(100 — ) = cos(f) og cos(100 — #) = sin(6).
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Polzere mélinger

Vi anvender udtrykket for Kgy og indsatter de kendte matricer,
[sin(@) Scos()L 1[0g 0 sin(6) cos(0)
[cos(f) —Ssin(0) 0 03][Scos(§)L —Ssin(f)L

[oZsin(0) 035 cos(d)L H sin(6) cos(0) }
log cos(f) —o3Ssin(d)L||S cos(f)L —Ssin(f)1

[0 sin?(0) + 0352 cos’(0)Jx (0% — 035%25) cos(6) sin(@)}

Kgny =

1 1
w w

1 1
w w

1 1
w? w

| (0% — agsz’ﬁ) sin(f) cos(f) o cos*(0) + 035> sin®(6) &

hvor 0 = o+ 3. ldet der geelder sin(260) = 2sin(f) cos(#) forkortes

1(0% = 035;) sin(2[a+6))

0% sin’(a+B) + O‘%% cos?(a+)
0% cos?(a+p) + agi—z sin?(a+8)

| L0% - 035 sin(2[a+f])

Nazesten som (11.2) i Karstens noter (der manger nogle w'er i noterne).
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Polzre malinger

Implementation i matlab Trekant-areal-beregningerne fra lektion 5

a=115.5434
b=152.1584
c=181.1240
(se polar_fejlforplantning.m script pd hjemmesiden) A=43.7495%pi/200
B=62.9515%pi/200

sigmaS=0.01
C=93.2910%pi/200

sigmabeta=0.1

theta=60*pi/200 (theta=alphatbeta)

S=254

omega=200/pi

Kb=[power (sigmaS,2) 0 ; O power(sigmabeta,2)]

G=[sin(theta) S*cos(theta)/omega; cos(theta) -Sxsin(theta)/omega
KEN=G*Kb*transpose (G)

corr=-0.0757/sqrt (0.0551%0.1042) sigmaangle2=power (0.002,2)
K=diag([sigmaside2/8 sigmaside2/3 sigmaside2/5 sigmaangle2/2 sig

G=[T1/a T1/b 0 0 0 T1/(tan(C)*omega);T2/a 0 T2/c 0 T2/(tan(B)*o
0 T3/b T3/c T3/(tan(A)*omega) O 0]

T1=0.5*a*b*sin(C)
T2=0.5*a*c*sin(B)
T3=0.5%b*c*sin(A)

sigmaside2=power(0.01,2)

VarT=G*K*transpose (G)
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Polzre malinger >olze

Varians af vaegtet gennemsnit Optimal estimation baseret pa afhaengige observationer

Antag X1, Xo,..., X, er stokastiske variable, alle med samme

Vi kan skrive vaegtet gennemsnit som matrix produkt
middelvaerdi © og kovariansmatrix Kx.

7* = wT7T
Lad X = [X; X5 --- X,,]. Da er det optimale vaegtede gennemsnit af
hvor Xi,...,X, givet ved -
w = [plap27p3]/(p+) T= [T17T27T3] X* :WX—r
Dvs. hvor w er 1 x n matricen (raekkevektoren)

VarX* = wVarTw?’
w=(1K"1")" "K'

| matlab: 6

p=[1 1.4399 0.8553] hvor 1 =[11---1] er 1 x n matricen med 1 i alle indgange.
w=p/sum(p) ~

wxVarTxtranspose (w) Variansen for X* er

T _
Svar=0.1021 dvs. del mindre end de separate varianser for T3, T og T5. (1" K1) !
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Repetition Generelle fejlforplantnir > Polaere malinger epetitior Generelle Iforplantningsl; Polzere malinger

Lad X,, X3 og X, vaere uafhaengige malinger af vinklerne o, 8 og v

: 2 2 2
med varianser o, 0 og 0.

Vi kan da estimere « ved et vagtet gennemsnit af X, og

S?r vi pé trekant-areal beregningeme er bedste estimat for arealet baseret Yo =200 — X3 — X, med vaegte 1 og 02 /03, hvor 0§, = 03 + 02 er
pd 11,75, T3 givet ved variansen af Y,,.
T pr—1q\=19T pr—1m _
1 Kr ™1 Ky T = 87415 Lad ai = ai + 0/23 + 03 vaere summen af alle varianserne.
med varians

Det vaegtede gennemsnit er da

(ATKL1) ™! =0.0979

o2 ,
> 1 cr;", 1 0?, g,
X = Xt —2 Yo = o Xa+ o (r+Xa) = Xo+ —21
L+ 2 L+ 2 o oz o}

Estimatet af « tildeles den andel af slutfejlen r som svarer til X,s andel
af den samlede varians.
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