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Repetition N S alfordelte stokastiske variable
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Hvis X er en SV med teethedsfunktion f(x), sa er sandsynligheden for at
X ligger mellem a og b (a < b) givet ved

P(a<X<b):/bf(x)dx

Sandsynligheden for at X ligger mellem a og b
er saledes arealet under f(z) fra a til b.

P(1<X<2) fl x)dz = Areal(d)

P(4< X <5) f4 x)dz = Areal(ll)
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Repetition

O@00

Fordelingsfunktion:

F(z)=P(X <x) / f@)

Middelveerdi (forventet vaerdi):

Varians:
o =Var(X) =E [(X — p)?] = / (x — p)?f(x)dz < oo
Spredning/standardafvigelse:
o =+/Var(X)
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Repetition
[e]e] o]

1 € [ad] . 0 z<a
Fz) = {b—a v € la, F(@:[ fE)dz == (o)

0 ellers
r>b

— o

Middelveerdi .
,u:EX:/ x _admz (b+a)/2
Varians
b— 2
0% =VarX = / T — U da:—EXQ—,u ( 1;)
Spredning
VarX = — ¢
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%
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Repetition
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Stikprgver og og teethedsfunktion for gamma-fordeling med middelveerdi
1t = 25 og varians 02 = 125:

n =10 n = 100 n = 10000

s w0 s om s w % @

X =24.60 s> =64.83 X =24.49 s2=167.09 X =2521 s> =124.98

® ®
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Normalfordelingen
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En stokastisk variabel X med taethedsfunktion

f@) = e (- E), s,

2o

siges at vaere normalfordelt med middelvaerdi p1 og varians o2, hvor i og
o er reelle tal og o > 0.

Notation: X ~ N (u,0?).

Klokkeformet symmetrisk taethedsfunktion.

7
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Normalfordelingen
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Normalfordelingen
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Der findes ikke et simpelt ‘lukket’ udtryk for fordelingsfunktionen.

Sandsynligheder udregnes vha. ‘standardisering’ og tabelopslag eller vha.
Excel/matlab/python (senere).
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Normalfordelingen Sum af normalfordelte stokastiske variable
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Antag X ~ N (p,0?), og a,b € R og a # 0. Lad Y vaere en linezer
transformation af X:

Y =aX +0b.
Da galder

Y ~ N(ap+b,a°c%).

Dvs. en linezr transformation af en normalfordelt SV er stadig
normalfordelt.

Middelvaerdi og varians for Y fglger af de generelle regler:

Y har middelverdi: E(Y) =E(aX +b) =aE(X)+b=au+b
og varians: Var(Y) = Var(aX + b) = a*Var(X) = a?0?.
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Normalfordelingen
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Antag vi vil male en leengde. Den sande lengde betegnes p. Lad X vaere
en SV, der repraesenterer milingen af leengden p. Vi har

X =p+e,

hvor € er en tilfeldig fejl.

Dvs. malingen er den sande laengde plus en tilfaldig fejl.
Vi antager ofte
e~ N(0,6%).
Dvs. den tilfldige fejl er normalfordelt og i middel er fejlen nul.
Det fglger, at
X ~ N(p,0?).
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Normalfordelingen

O0000@0000000

Fordelingen A/(0,1) kaldes standard-normalfordelingen. Typisk noteres
standard-normalfordelte variable Z.

Tethedsfunktionen for A'(0,1) er givet ved:

F(2) = —— exp(~ 122)

Vor 2

Den tilhgrende fordelingsfunktion betegnes ®(z):
Dvs F(2) = ®(2) nd&r u=0o0g o = 1.

Der findes ikke et ‘lukket’ udtryk for fordelingsfunktionen ®(z).
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Normalfordelingen ormalfordelte s
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Vi kan standardisere en hvilken som helst normalfordelt SV X til at vaere
standard-normalfordelt:

Hvis X ~ N (u,0?), s& galder

_ A

g

Z

~N(0,1).

Middelvaerdi og varians beregnes vha. foregdende satninger:

IE(X_”>:E(£_H):M_§ZHZO

o (o g

Var(X_M>:Var<£—ﬁ):VL(X):J—2:1

o2 o2
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Normalfordelingen
0000000e00000

Hvis X ~ N (u,0?) gaelder
p(XSx):p(u < ﬂ) :P(ZS w—u) :(I)(w—ﬂ).
g g g g

Dvs. for X med vilkédrlig middelvaerdi og varians kan vi finde
sandsynligheder vha. tabel for standardnormalfordelingen.

Nu om dage benyttes dog typisk i praksis et computer program - f.eks.
matlab.
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Normalfordelingen
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Lad X ~ N (3,4), s3 er

X -3
Z=2"" "~ N(0,1).
7 (0,1)
Udregning af P(X < 5) i Matlab:
>> normcdf (5,3,sqrt(4))
ans =
0.8413
Vha. standardisering:

>> normcdf ((5-3)/sqrt(4))
ans =
0.8413
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Normalfordelingen
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Den inverse fordelingsfunktion ®~! gdr den “modsatte vej” af ®. Dvs.
hvis ®(1.4) = 0.8849303, s3 er ®~1(0.8849303) = 1.4.

1.4 er 0.8849303 fraktilen for standardnormalfordelingen.

Inverse fordelingsfunktion ®~1(p) i matlab:

>> norminv (0.8849303)
ans =
1.4
Eksempel:
Antag Z ~ N(0,1). Find konstant z, s& P(Z < z) = 0,8.

Lgsning:

P(Z<2)=®(2) =08« z=®"1(0,8) = 0.8416
>> norminv(0.8)
ans =
0.8416212
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Normalfordelingen
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Antag X ~ N (p,0?).
p = P(X < x) = F(x) kan udregnes enten vha. omformning til
standardnormalfordeling og tabel eller direkte vha. f.eks. matlab (eller
Excel eller python eller ...).
For et givet 0 < p < 1 kaldes

Tp = F_l(p)

for p-fraktilen. Dvs. x,, opfylder P(X < z,) = p.

Kan ogsd udregnes vha. standardnormalfordeling (og bagleens opslag i
tabel) eller matlab.
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Normalfordelingen
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Eksempel X ~ N(—2,3).
Beregn P(X > —2.908288) samt . 3:

>> 1-normcdf (-2.908288,-2,sqrt(3))
ans =

0.7
>> norminv(0.3,-2,sqrt(3))

ans =
-2.908288
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Normalfordelingen
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Hvad hvis vi gerne vil udregne P(—3 < X <0) ?

Hvordan finder vi 2 s§ P(X > z) =0.17
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Sum af normalfordelte stokastiske variable

®000000

To stokastiske variable X; og X5 er uafhaengige, hvis viden om X;'s
vaerdi ikke indvirker pa sandsynlighedsfordelingen af X2 (og omvendt):

P(X2 < o |X1 € [a,b]) = P(Xg < LCQ)
Venstresiden laeses som sandsynligheden for X5 < 29 givet at X; € [a,b].
Gentagne malinger skal gerne vare uafhaengige: hvis eks. méling af fejl €;

er for stor ville det vaere uheldigt, hvis det medfgrte en forgget
sandsynlighed for, at fejlen €3 ogsa bliver for stor.
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Sum af normalfordelte stokastiske variable
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Den betingede sandsynlighed kan udregnes som

P(XQ <z Og X € [a,b])
P(X; € [a,b])

P(XQ < Z‘2|X1 S [a,b]) =

Dermed er X7 og X5 uafhangige hvis

P(X; € [a,b] og Xs € [e,d]) = P(X) € [ab])P(X2 € [e.d))
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Sum af normalfordelte stokastiske variable
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Hvis X1, X5, ..., X,, er stokastiske variable med middelvaerdier
E(X1) = p1, E(X2) = pz, ..., E(Xn) = pn,
og ap, ai,...,a, € R er reelle tal, s gaelder

E(ao +a1X1 + -+ anXn) = a0 + a1 E(X1) + - - - + anE(X5)
=ao+aipr + -+ anpin

Bemaerk: Satningen kraever jkke at X, Xo, ..., X, er uafhzngige!
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Sum af normalfordelte stokastiske variable
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Hvis X1, Xo,..., X, er stokastiske variable med varianser
Var(X:) = 07, Var(Xz) =o03,...,Var(X,) = o2,
og ap,az,...,a, er reelle konstanter, s3 galder

Var(ao +a1 X1 t+a2Xe+ -+ CLan) =

aiVar(X;) + asVar(X2) 4 - -- + aZVar(X,) =

2 2 2 2 2 2
ajoy] + asoy + -+ a;,o0,.
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Sum af normalfordelte stokastiske variable
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Hvis X1, X5, ... X, er normalfordelte stokastiske variable,
Xi ~ N(pi, o) for i=12,...n,
og aop, . . - ,a, er konstanter, sd er summen

ap + a1 X1 +axXo + - +a, X,

normalfordelt.
Fra de foregdende resultater fds at summen har middelvaerdi
aop +aipr +agpz + -+ aplin
og hvis X1, X5, ... X, er uafthaengige er variansen af summen
2 2
ajol +a505 + -+ aloy
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Sum af normalfordelte stokastiske variable
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X har middelvardi 4 og spredning 1, Y middelvaerdi -1 og spredning 3, Z
har middelvaerdi 0 og spredning 2.
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Sum af normalfordelte stokastiske variable
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X har middelvardi 4 og spredning 1, Y middelvaerdi -1 og spredning 3, Z
har middelvaerdi 0 og spredning 2.

Hvad er middelvaerdi og spredning af 2X —Y + 32 ?

Middelvaerdi 2- 4+ (—1) - (—1) +3-0=9.

Hvis X,Y,Z uafhangige: varians 22 - 12 + (—1)? - 32 + 32 - 22 = 49
Spredning 7 = /49 (bemaerk: #2-1+ (=1)-3+3-2=5)
“spredning af sum er ikke lig sum af spredninger”

Hvis X,Y,Z er normalfordelte er 2X — Y + 3Z ~ N(9,49)
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Sum af normalfordelte stokastiske variable
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Lad X ~ N (p,0?%) og k = 1,1.96,2,3. Interval omkring u:
(1 — ko i+ kol

Sandsynlighed for at X ligger i interval:

X_
P(pu—ko <X <p+ko)=P-k<2"H <k
g
0.68 k=1
0.95 k=196
—P(—k<Z<k)=
0.954 k=2
0997 k=3

Bemaerk: sandsynlighed afhaenger kun af k - ikke af de konkrete vaerdier
af uogo.

Vi kan oversatte ‘antal ¢’ til sandsynligheder. Dvs. nyttigt at male
‘bredde’ af normalfordeling i antal o.
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Stikprgve og estimat af middelvaerdi
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Model for vinkler i landmaling:
Vi antager, at vinkler i landmaling er normalfordelte med den sande
vinkel © som middelvaerdi og spredning o. Ydermere antages n gentagne
mélinger X1, ...,X,, af samme vinkel at vaere uafhangige og identisk
fordelte (iid),

X~ N(p,o?), i=1,...n.
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ikprgve og estimat af middelveerdi
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ikprgve og estimat af middelveerdi

00000000

malingens fejlteori - Lektion 2 Rasmus Waagepetersen




Stikprgve og estimat af middelvaerdi
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Ved opmaling af en vinkel foretages n observationer x4, ...,x, som er
realisationer af de stokastiske variable X1,...,X,.
Skematisk angives dette som,

X .o X,
1 i
T In

X1,...,X, kaldes en stikprgve fra normalfordelingen N (11,02).

T1,...,T, kaldes en observeret stikprgve fra normalfordelingen N(M,UQ).
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alfordelte stokastiske variable Stikprgve og estimat af middelvaerdi
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Jf. eksempel fra noterne observeres fglgende 10 satser af en vinkel.

Sats  x; Observation

T 164.508 gon
To 164.509 gon
xs  164.511 gon
xg4  164.507 gon
rs  164.510 gon
r¢  164.511 gon
r7  164.517 gon
xg  164.510 gon
x9  164.514 gon
0 r10 164.513 gon

= O 000 ~NO O WwN R+

Landmalingens fejlteori - Lektion 2 Rasmus Waagepetersen



alfordelte stokastiske variable Stikprgve og estimat af middelvaerdi
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Jf. eksempel fra noterne observeres fglgende 10 satser af en vinkel.

Sats  x; Observation

1 T 164.508 gon
2 To 164.509 gon
3 xs  164.511 gon
4 xg4  164.507 gon
5 r5  164.510 gon
6 r¢  164.511 gon
7 r7  164.517 gon
8 g 164.510 gon
9 Tg 164.514 gon

10 r10 164.513 gon

Dvs den observerede stikprgve, hvor n = 10, er

T1,T2,...,Tn—1,Tn = 164.508,164.509, ...,164.514,164.513.
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Stikprgv stimat af middel
00008000000

Eksempel

Relativ frekvens / Teethedsfunktion

Histogram af observerede vinkler

T T T T T T T 1
164.506 164.508 164.510 X 164.512 164.514 164.516 164.518

Observerede vinkler




Stikprgve og estimat af middelvaerdi
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Som estimator for ;1 anvendes gennemsnittet X, der er defineret som

SI'—‘

Z = X1+X2+ -+ Xn)

Har vi observeret data kan vi estimere u med Z. Her udskiftes de
stokastiske variable X; i X ud med de observerede z;,

8l
Il
3|>—‘

Z m1+x2+ )

Bemaerk: X er en stokastisk variabel (en transformation af X;'erne),
mens T er en realisation af X,

D, CHEND, ¢ X
3 1 1
X1 In T
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Stikprgve og estimat af middelvaerdi
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For eksemplet kan vi estimere p med Z:

1
T = 1—0(164.508 +164.509 + - - - 4+ 164.514 4+ 164.513) = 164.511 gon
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Stikprgve og estimat af middelvaerdi
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Antag X;,...,X,, er uafhaengige stokastiske variable med fzlles
middelvaerdi i og varians o2. Da gaelder

_ _ 0'2
E(X)=p og Var(X)= P

Hvis X; ~ N (11,02) gaelder der ligeledes X ~ A/(u1, ).

Estimatoren X kaldes en central estimator for ju, idet E(X) = p.
Estimatet = kaldes et centralt estimat for .

Bemaerk: stort n giver lille varians/stor pracision !

Landmalingens fejlteori - Lektion 2 Rasmus Waagepetersen



Stikprgve og estimat af middelvaerdi
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Vi har antaget at X1,...,X,, er indbyrdes uafhangige og har samme

middelvaerdi i og samme varians o2:

E(X;))=p , Var(X;)=0> i=1,...,n.
Bemaerk X har middelvaerdi —u og varians 02 Dermed har

_ 1 1
x=tx4lx, 44ty
n n n

middelvaerdi
1 1 1 1
—,U—F—IM—F—F_,M:TL_,U:,U
n n n n
og varians
1 1 1 1
— o’ + —a +t =0 =n—o0? = —o°
n2 n? n2 n

Hvis yderligere de enkelte X; er normalfordelte gaelder
LXi ~ N(Lp, J50?) og dermed er ogsd X normalfordelt.

husk, sum af normalfordelte er selv normalfordelt).
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Stikprgve og estimat af middelvaerdi
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antal observationer (n).

N

Fordelingen af gennemsnittet X for forskellige
n = 10

|
1
104.0

=~ 1
103.5

|—
103.0

[ I
102.0 102.5 10
Bemark: Jo stgrre n jo stgrre sandsynlighed for at X ligger "taet pd” u.




Stikprgve og estimat af middelvaerdi
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Hvis vi har n = 100 bliver varians 100 gange mindre.

Imidlertid er spredningen \/‘7—; = ﬁ mere nyttig til at vurdere
usikkerhed.

Dvs. spredningen bliver kun 10 = 1/100 gange mindre.

Altsd bgr man se pd /n for at f et retvisende indtryk af effekten pd
usikkerheden af at bruge n gentagelser.
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