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Repetition k nivellement
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“middelvaerdi af sum er lig summen af middelvaerdierne”

Hvis de stokastiske variable er uafhaengige: “varians af sum er lig summen
af varians”

Middelveerdi og varians af 3X +4Y — Z hvor X,Y,Z er uafthangige med
middelvaerdier -2,3,2 og varianser 1,2,1 7
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Hvis X; alle normalfordelte gaelder

hvor tilnaermelse bedre jo stgrre n.

Konfidensinterval

. o
X +1.96—
N

indeholder ;1 med 95% sandsynlighed
(99% hvis 1.96 erstattes med 2.58)
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Konfidensintervaller for 100 simulerede maleserier hver med 100 malinger
(Xi5 ~N(3.,2),4,j5=1,...,100)

Ca. 95% indeholder den sande vaerdi = 3.
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Repetition k nivellement
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Antag X, ...,X,, stokastiske variable med falles middelveerdi i og

varians 2.

Hvis p er kendt estimeres o2 ved

Hvis p er ukendt estimeres o2 ved

1 -
§'=—> (Xi - X)?
i=1

NB: begge estimater er centrale (middelveerdirette) men 52 har mindst
varians (mest pracist).
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Enggaard A/S vil have mélt en lengde med en “praecision” pad £5cm.

Overszttelse til fejlteori: med meget “stor” sandsynlighed skal forskellen
mellem estimat X og sand leengde o vaere mindre end 5¢cm.

Fortolker vi “stor” sandsynlighed som 99.9% skal der glde at
3.290/y/n < 5 (3.29 spredninger giver 99.9%).

Eks. n =2 og o = bcm.
Da gaelder 3.290/v/2 = 11.63. Dvs. kravet er ikke opfyldt.
Mulig Igsning: veelg n sa

3.290/\/n < 5 < n > (3.290/5)*

Da skal vi have n > 11.
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Repetition nivellement
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ANSUR database: 131 kropsmal pa 2205 kvindelige soldater.

Hgjde (i mm):
Histogram of stature
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Repetition k nivellement
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1. Giv et 95% sandsynlighedsinterval for hgjden af en soldat
2. Udregn et 95% konfidensinterval for middelhgjden
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Data hentet fra EUROSTATS: antal drenge og piger fgdt i DK i 2016:

drenge 31.781
piger 29.833
total 61.614

Lad p angive sandsynligheden for at et nyfgdt barn er en dreng. Denne
sandsynlighed estimeres ved

. 31781
Bemaerk: /i kan betragtes som gennemsnit X af n = 61614 binzere
observationer X; hvor X; lig 1 hvis ite barn er en dreng og nul hvis
barnet er en pige.

Landmalingens fejlteori - Lektion 4 Rasmus Waagepetersen



Repetition
0000000080000 000

1. Udregn et 95% konfidensinterval for p under antagelse af at
variansen VarX; = 0.25

2. Er der lige stor sandsynlighed for drenge og pigefgdsler ?
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Fra Wikipedia (om Leonardo da Vincis vitruvianske mand):

“For if we measure the distance from the soles of the feet to the top of
the head, and then apply that measure to the outstretched arms, the
breadth will be found to be the same as the height, as in the case of
plane surfaces which are perfectly square.”
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I ANSUR databasen kan vi ogsa finde SPAN - afstand mellem
fingerspidser nar arme strakt ud til hver side.

Histogram af STATURE-SPAN:

Histogram of stature - span
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X = —4.26cm s = 5.01 s/4/2205 = 0.11
Er forskellen mellem stature og span lig nul i snit (u =0) ?
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Vi méler en kendt lzengde (3cm) 100 gange med nyt instrument.
3.069, 3.1855, 3.1139, 3.0153, 3.0857, . . .

T = 3.093 s =0.0479

Hvad er konfidensintervallet 7

Er instrumentet kalibreret ?
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Antag at 6 er en ukendt stgrrelse som estimeres af Y ~ N (0, 72).

Da er et 95% konfidensinterval for 0 givet ved

Y —1.967;Y + 1.967]

Y kunne eksempelvis vaere et empirisk gennemsnit af malinger
X1,...,X, med middelvaerdi § og varians o2.

2

Da har vi 72 = 02 /n som fgr.
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Repetition slutfejl i nive

0000000000000 0e0

Antag X har middelvaerdi 10 og spredning 0.1.
Lad Y = log(X) (naturlig logaritme).

Linearisering af log(-):

1 1
log(z) ~ log(10) + 1—0(33 —-10) = 0% +log(10) — 1

Dermed

1 2
EY ~ log(10) = 2.306 VarY ~ (1—0> 0.1% = 0.0001
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Hvis Y = h(X) méler h’(1) hvor sensitiv Y er overfor andringer i X
omkring u (hvor meget giver en @ndring i X anledning til at Y aendres).

Derfor giver det god mening at

VarY =~ (k' (n))?VarX
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Geometrisk nivellement ¢ slutfejl i ni

tnﬂfn
-t - - - . - - . . — — = _

t; : stadieaflaesning ved tilbagesigte
fi : stadieaflaesning ved fremsigte

h=(t = f1)+ (b2 = fo) + -+ (ta = fu) = D (ti = fi)

=1

Totalleengden ¢ er opdelt i 2n stykker af lengde s;, dvs. £ = 2ns;.
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Geometrisk nivellement
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Vi antager af t; og f; er realisationer af uafhaengige stokastiske variable
T; og F; med samme varians 02, i = 1,...,n. Denne antagelse kan
begrundes med, at sigteafstanden er fast og den samme for alle
observationer.

Ydermere bliver h sdledes en realisation af den stokastiske variabel

H=> (T, - F).
i=1
Dvs:
T B T, F, H
L4 I 44
i fl ty fn h
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Geometrisk nivellement \'E ¢ slutfejl i ni

Variansen af H bestemmes ved

Var(H) = Var (Zn:(ﬂ - E)) = Zn: [Var(T;) + Var(F;)]

=1

Fra tidligere slide ved vi, at 2n = ¢/s;. Der geelder derfor
o7 = Var(H) = lo?/s.

Erfaringer viser at aa/\/E kun i ringe grad afhaenger af s; nar s; < 100
m.

Saledes indfgres kilometerspredningen oy, = 04/+/51, dvs. 04 = 0+/s.

Heraf fglger
o7 = Var(H) = lo?/s; = lo}
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Geometrisk nivellement \'E ¢ slutfejl i niv

Spredningen pa et geometrisk nivellement over leengden ¢ er siledes
oy = \/Zak.

Et 95% konfidens interval for den ukendte hgjde er
H +1.96Voy,

(jf. tidligere slide om konfidensinterval i generelt set-up)

Eksempel: h = 12000mm, o = 3mm/vkm og ¢ = 4km.
Konfidensinterval

12000 £ 1.96v4km3mm/vkm = [11988mm; 12012mm]
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nivellement Vaegte

®000000000000000

m Hgjdeforskellen mellem punkterne P; og P> er opmalt ved et
geometrisk nivellement over to forskellige straekninger med laengder

U < 4.
P,

m De to estimater h; og hs er realisationer af stokastiske variable H;
og H> med varianser (103 og (307%.

m Kan vi kombinere de to estimater h, og ho for at opna et bedre
estimat under hensyntagen til, at der er stgrre usikkerhed for H, end
for H1 ?

m En mulighed: h = (hy + h2)/2 - men det kan ggres bedre !

Rasmus Waagepetersen
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Antag Xi,...,X,, er uafhaengige stokastiske variable med ens
middelvaerdi . men forskellige varianser o7, ...,02.

F.eks. malinger med instrumenter af variende kvalitet eller nogle X;
kunne repraesentere gennemsnit af gentagne malinger.

Hvert X tildeles en vaegt p; > 0 som afspejler milingens kvalitet (stort
p; svarer til god maling).

Vi estimerer da u ved det vaegtede gennemsnit

For observationer X1, ...,X, med vaegte p1 > 0,...,p, > 0 er det
vaegtede gennemsnit

v b1 Pn 1
X'=—Xit +t=—Xn=m—@X1 + -+ pnXan).
Zi:l Di Zi:l Di Zi:l Di
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“resulterende” vaegte
Pi

B Z?:l b

Zn:wi =1
=1

w;

summer sammen til en:
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nivellement Vaegte
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Det vaegtede gennemsnit

_ . 1

Z?:l pi dim1Pi > ic1 Pi

er et centralt estimat af y, dvs.

E(X") = p

for et hvilket som helst valg af vaegte p; > 0,...,p, > 0.
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nivellement Vaegte
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Der er uendelig mange mulige valg af vaegte. Hvad er det bedste valg ?

Bedst betyder variansen VarX* mindst mulig !

Variansen VarX* er minimal hvis vaegtrelationen

2 2 2
P101 = P20y = -+ = Pn0y.

er opfyldt.
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Vagte

nivellement
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Antag vaegtrelationen er opfyldt:
P10} = paol = -+ = puon.

Lad o2 betegne den fzlles vaerdi af p;o? (svarer til varians for

observation med vaegt py = 1).

Da ser vi
99

Dvs. vi skal simpelthen velge vaegtene s3 de er omvendt proportionale

med varianserne !
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trisk nivellement Vaegte slutfejl i nivellement
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Antag variansen pa fgrste maling er dobbelt s& stor som pa den anden
(of = 203).

Et valg af vaegte, der opfylder vaegtrelationen, er p; =1 og p2 = 2
(02 = 203), idet

2 2
P10 = P20y

&1- 203 =203

Der er uendelig mange lige gode valg af vaegte!!
Et andet valg er py = § og p2 = 1 (08 = 03).

Bemaeerk: | eksemplet er vaegten pd den bedste maling dobbelt s& stor
som vaegten pd den darlige maling.

Begge valg af vaegte giver samme X *:
pi/(p1+p2) =1/(1+2)=(1/2)/(1/2+1)=1/3



Vagte
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Alle vaegte der opfylder vaegtrelationen giver samme resulterende vaegte

og dermed samme X*.

o
pPi = —
0;
Dermed
2
ery 1
W — Di o o‘? - 1712 . 1
i n - 2 n 1 2
n 0'0 —_ n 0'1
Zl:l Y2 Zl:l 0_—12 El:l o-l2 =1 O_—LQ

Dvs. i sidste ende afhanger X* ikke af o2.

Rasmus Waagepetersen
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Antag vaegtrelationen er opfyldt, dvs.

p1o? = = puo2 = ol
Da gealder
_ 0'2
Var(X*) = 0

Z?:l pi’
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trisk nivellement Vaegte slutfejl i nivellement
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X1, X5 og X3 har feelles middelvaerdi 11 og varianser hhv. 3,4,1.
Et optimalt saet af vaegte er p1 = 1/3, po =1/4 og ps = 1.

Antag 1 = 5, 3 = 5.7 og x3 = 4.9 er observeret. Da er

¥ = 5.047
Endvidere er 1
VarX* = T 1 5 = 063
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nivellement Vaegte
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Som estimat af o2 anvendes SZ:

D S %
C n—1

_ Z?:l pinz - (X*)Q Z?:l Pi
n—1 '

Der gzlder, at S er et centralt estimat for 03: ESZ = o3.
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nivellement Vaegte
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® Vi har, at s3 er et centralt estimat for o3.

m Variansen for det veegtede gennemsnit er

i

Z?:l Di

m Et centralt estimat for variansen af det vaegtede gennemsnit er derfor

Var(X*) =

5

Z?:l pi
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Vagte
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En hgjdeforskel er nivelleret over n straekninger med samme
kilometerspredning oj. Variansen over en laengde £ er fra tidligere givet

ved o2f.
Hgjdeforskel h | Laengde ¢ | Varians pa h over ¢
h1 81 1 = O'kfl
hg 62 0'2 = O’k€2

Forskellige varianser pga. forskellige straekninger (¢; # ¢;).
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Vagtrelationen er opfyldt nar

Indsaettes udtrykket for o2 = £;0% har vi:
o8 =progly =+ = proily
Heraf fremgar det at hvis p; = éi_l er ligheden opfyldt:

2 —-1_2 -1 2
op = i obi=--=L"01l,

= O'i:...:o']%.

Dvs. vaegte kan valges til p; = (¢;)~! (reciprokke lzengde).

Bemzerk: her svarer o3 til kilometervariansen o7.

Hvis o2 er ukendt kan den estimeres vha. S !
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m Hgjdeforskellen mellem punkterne P; og P> er opmalt ved et
geometrisk nivellement over to forskellige straekninger.

P,

Data:
B hy =347mm, {1 = 671m
® hy = 356mm, 45 = 853m
Estimat af hgjdeforskel (vaegtet gennemsnit):

1/671 1/853
7 / 347 + /

S AL — — L% 356~ 350,96
¥ T 1671+ 1/853 1/671+ 1/853 mm
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Antag yderligere at kilometerspredning o, = 3mm/+/km.

Varians p3 estimatet:

2
= 1
Var¥* — 32/1000

=2 33801
1/671 +1/853

Til sammenligning er varianserne for X; og X5 henholdsvis 6.039 og
7.677.

NB: vi omregner kilometervarians 32 mm?/km til “metervarians”
32/1000 mm?/m da lengderne I og Iy er angivet i m.
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Fordeling af slutfejl i nivellement

Vi gnsker at beregne koten p til punktet P med hgjdeforskelle hq til Py
og hs til P». Leengderne fra P til de to punkter P; og P, er henholdvis ¢;
og /5.

P,

Punkterne P, og P> har kendte koter, hhv. u; og po.

To bud pd koten i P: 3 + hy og o — ha.
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trisk nivellement \ Fordeling af slutfejl i nivellement
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X1 = p1 + Hy og Xo = o — Hy er uafhaengige stokastiske variable med
E(X1) = E(X2) = p hvor Hy og Hj er de stokastiske variable svarende
til Ay og ha.

Fra fgr har vi, at Var(X;) = {10} og Var(Xz) = l207.
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sk nivellement Fordeling af slutfejl i nivellement

[o]e] le]elele)

Til at estimere p anvendes det vaegtede gennemsnit Z* idet varianserne
pa hgjdemélingerne ikke ngdvendigvis er ens,

i'* D1 (/141+h1)+ P2

= — _ —h N
p1+ D2 p1+p2 (12 2)

hvor vaegtene p; og p2 opfylder vaegtrelationen p1 /107 = palaos.

Dvs. de reciprokke lzengder kan anvendes som vaegte,
pr=10" og pp=1Ly"

Estimatet for u er altsd givet ved:

g—l —1

1
=L () +
€I1+€51(m 2

—*

él_lzfz_l(m — ha).
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Fordeling af slutfejl i nivellement

m Hgjdeforskellen mellem punkterne P; og P> er opmalt ved et
geometrisk nivellement over to forskellige straekninger.

P,

Data:
By = 7431mm, h; = 247mm, ¢; = 671m
B o = 7828mm, hy = 156mm, ¢5 = 853m

Estimat af koten i punktet P:

s 1/671

. 1/853
~1/671+1/853

4314247) 4 ——L020
(T34 24T+ e 7sms

(7828—156) ~ 7675,36mm
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Fordeling af slutfejl i nivellement

Vi kan omskrive udtrykket for Z* sdledes:

frr— L( +h )+ L( —h )
B e R T
B el 010y 5 Ol
- Z 6162( 1+h1) ZL %élé (:LLQ h2)

41
= h —h
Uy + 4o (,Ul + 1) + b1+ 4o (MQ 2)
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Fordeling af slutfejl i nivellement

P3 grund af malefejl er hy + ho # po — pq. Derfor indfgres slutfejlen r
r=py—p1—(h1+he) & pa—ha=p1+h+r
Indsaettes dette i udtrykket for * far vi

. Lo

{y
= — hy) + — —h
T [ (p1 + h1) Gt b (12 2)

Lo

= h
il (1 + h1)

4y
—_— h
+€2+€1(M1+ 1)
_ b
lo+ 04

0

= h
(1 + 1)+€2+

élr:(ug—hg) r

Slutfejlen pd estimatet Z* af koten p skal under de anvendte vagte
(reciprokke lzengdemal) fordeles proportionalt med vejlaengden.
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Data:
By = 7431mm, hy = 247mm, {1 = 671m
B o = 7828mm, hy = 156mm, ¢35 = 853m
Slutfejl:
B o — pyp = 7828 — 7431 = 397, hy + hy = 247 + 156 = 403mm
m Slutfejl r,, = 397 — 403 = —6mm
Estimat af koten i punktet P:

¢ 671
! = T431 42474+ —————(—6) = 74314247 —2,64

h n
() + —-r 671 + 853

Hgjdeforskellen hy skal alts3 nedkorrigeres 2,64mm.
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