Landmalingens fejlteori

Lektion 5
Repetition
Fordeling af slutfejl i trekant
Dobbeltmalinger

Rasmus Waagepetersen - rw@math.aau.dk

Institut for Matematiske Fag
Aalborg Universitet

Landmalingens fejlteori - Lektion 5 Rasmus Waagepetersen



Repetition lutfejl i trekant
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Antag X1, ...,X, er uafhangige stokastiske variable, som estimerer den
samme middelvaerdi jz, men har forskellige varianser o7, ... ,02.

Hvert X tildeles en vaegt p; > 0 som afspejler milingens kvalitet (stort
p; svarer til god maling).

Vi estimerer da p ved det vaegtede gennemsnit

For observationer X1,...,X,, med vaegte p; > 0,...,p, > 0 er det

vaegtede gennemsnit
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Repetition
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Variansen VarX* er minimal hvis vaegtrelationen

2 2 2 2
P10y = P20g =+ = Pn0, = 0y.

er opfyldt. Og der galder
i

Var(X*) = Z:nip
=117
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Repetition
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Vi nivellerer en hgjdeforskel H over straekningen af leengde I.

Vores model for variansen er da
Var(H) = o3l

dvs variansen er proportional med kilometervariansen o (nr [ méles i
kilometer).
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Fordeling af slutfejl i trekant
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Betragt trekanten med sande vinkler «, 5 og 7. Dvs a+ 8+~ = 200 gon.
Lad X,, X og X, vaere stokastiske variable (vinkelmalinger) med

E(Xo) = E(Xp)=8 E(X;)=v

og
Var(X,) = Var(Xg) = Var(X,) = o?
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Fordeling af slutfejl i trekant
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X, er en direkte observation af a.

Y, =200 — Xg — X, er en indirekte observation af a:
EY, =200 - EX3 —EX, =a VarY, =202

Idet varianserne for de to observationer X, og Y., er forskellige anvendes
vaegtet gennemsnit med p; = 2 og p = 1 (da variansen pé Y, to gange
varians pd X, ).

Dvs. « estimeres ved
—%

2 1 2 1
= 3% + 3V = 3% + 5(200 — 23— Ty)
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Fordeling af slutfejl i trekant
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Formentlig er summen af z, x5 og - ikke 200 gon pga. uundgaelige
tilfeeldige malefejl.

Derfor indfgres slutfejlen r,
ry =200 — (2o + 25+ 2,) & 200— 28 — 2y =To + 70,

som indsattes i udtrykke for z*,

1

2
= 3%t 3(200—;3/3 — )
2 1
= gma+§(xa+rv)
= Iot grv.

Dvs. slutfejlen fordeles ligeligt pa alle vinkler, nar vinklerne er malt med
samme varians (NB ikke tilfeldet i eksamensopgave B).
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Fordeling af slutfejl i trekant
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To =91 x3=28 xz,=87

Slutfejl:
ry =200 —91 —28 — 87 = —6

Estimat af a: )

Ta + g7e =91-2=89
Antag spredningen pa vinkelmalingerne er ¢ = 0.1. Da er variansen pa
estimatet (med 02 = 202)

202 2 4

VarX* = 27 _ 2
ar 3 30’

og spredningen pa estimatet er

2
\/;a = 0.8160
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Dobbeltmalinger
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Udgangspunktet er 2n malinger hvor malingerne to og to maler samme
stgrrelse, altsd n forskellige stgrrelser i alt.

2 Xa
=

é—4

5 Xq1

Eks.: siderne i et polygon hvor hver sideleengde méles to gange.

Landmalingens fejlteori - Lektion 5 Rasmus Waagepetersen



Dobbeltmalinger
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2 X
T
3
X11/ ¢X31
1 X1 X1z Xo1 Xoo .. X1 X2
! Voo
T11 T12 %21 T22 ... Tpl Tp2
Uafhaengige mélinger af samme
’\ kvalitet, dvs. ens varians o2.
Xs51 4
—_—
5 Xa1
De n forskellige stgrrelser har sande vaerdier p1, . ..y, dvs:
E(X11)=E(X12)=p1 ... E(Xn)=EX,2) = tin.
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Dobbeltmalinger
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Til at estimere p; anvendes estimatet z; = %(m“ + Zi2).
For den tilsvarende estimator X; = %(Xﬂ + Xi2) galder der:

— N

(E(Xi1) + E(X42))

E(X;) = E (%(Xﬂ 4 Xig))

= (i + pi) = i

\V]

Dvs. Z; er et centralt estimat af y;.
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ng af slutfejl i trekant Dobbeltmalinger
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Til at estimere p; anvendes estimatet z; = %(m“ + Zi2).
For den tilsvarende estimator X; = %(Xﬂ + Xi2) galder der:

(E(Xi1) + E(X42))

N = N =

E(X;) = E (%(Xﬂ 4 Xig))

(i + i) = ps

Dvs. Z; er et centralt estimat af ;. Desuden galder:

1

Var(X;) = Var <%(X¢1 + Xig)) =5 (Var(X;1) + Var(X;2))

1 o2
Z (0'2 +0'2) = 7
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Dobbeltmalinger
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Idet X;1 og X;o maler samme stgrrelse u; siger deres differens
Y; = X1 — X2 noget om mélekvaliteten.

Vi ved
E(Y;) = E(Xg) —E(Xp) =pi —pi =0

Var(V;) = Var(X;1) + Var(Xy0) = 02 + 02 = 202
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slutfejl i trekant Dobbeltmalinger

(o]e]e] Jo]

Idet X;1 og X;o maler samme stgrrelse u; siger deres differens
Y; = X1 — X2 noget om mélekvaliteten.

Vi ved
E(Y;) = E(Xg) —E(Xp) =pi —pi =0
Var(V;) = Var(X;1) + Var(Xy0) = 02 + 02 = 202

Dvs. vi kender den sande middelveerdi af Y;, E(Y;) = puy = 0. Derfor er

n n

8= =3 (g — ) = %Zyz = %Z(azu — 2i2)?

=1 =1 i=1

et centralt estimat af 202, hvorved 3% /2 er et estimat for o (variansen
pa den enkelte maling).
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af slutfejl i trekant Dobbeltmalinger
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strekning ¢, (m)  Xj; frem (mm) X, tilbage (mm)

1 861 -01 89
2 624 219 -217
3 986 459 -475
4 595 353 -359
5 110 -130 132
6 1033 132 -137
7 952 636 -645
8 675 -638 637

1. Lad X;; og X2 veere to uafhaengige stokastiske variable, der
repraesenterer maling af hgjdeforskel ved hhv. frem- og tilbagesigte
over en straekning ¢;. Der galder E[X;1] = p;, E[Xi2] = —p; og
V[Xi1] = V[Xi2] = 02¢;, hvor oy, er kilometerspredningen. Vis at
middelveerdi og varians for Y; = (X;1 + X;2)/v/2¢; er hhv. 0 og o2.

2. Beregn pd baggrund af Y, ...,Ys et estimat s2 for
kilometervariansen o. (Hint: Y; har kendt middelvaerdi 0).
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