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Forord

Disse noter udggr en sterkt omarbejdet og udvidet udgave af noter, som
er udarbejdet over en arrackke i forbindelse med undervisningen i statistik
og teknisk maling pa landinspektgrstudiet i Aalborg. Det har specielt veeret
hensigten at gore notesaettet uathaengigt af de statistikbgger, som eventuelt
har veeret anvendt pa tidligere semestre, saledes at det giver mening at laese
dem selvsteendigt.

Pa den anden side er det en ubetinget fordel, hvis laeseren tidligere har haft
et elementeert statistikkursus, og igvrigt kender til udjeevning efter mindste

kvadraters metode.
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1 Grundlseggende begreber

I dette afsnit skal vi repetere elementaere begreber fra sandsynlighedsregning

og statistik.

1.1 Stokastiske variable og deres fordelinger

I det fglgende vil X betegne en kontinuert stokastisk variabel. X har en

teethedsfunktion, som vi vil betegne fy. Da geelder

fx(z) >0

samt for ethvert interval [a, b]

P(X € [a,b)) /fX

Da P(—oo < X < o0) =1 fas at

/_O:O fx(z)de =1.

Middelverdien af X er givet ved

o0

E(X) = / v fx(z) da.

— 00

Lad h veere en reel funktion. Da er Y = h(X) en stokastisk variabel, og der
geelder

B(Y) = E{(h(X)} = [~ h(@)fx(z)dz. (1
Hvis a og b er reelle tal og h(x) = ax + b, indses let at
E(aX +b) =aE(X)+0.
Variansen pa X er givet ved
Var(X) = E [{X — E(X)}?].
Idet h(x) = {x — E(X)}? fas af (1)) at

Var(X / {v — BE(X)}?fx(v)dx.
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Heraf indses forholdsvis let at
Var(X) = B(X?) — {E(X)}>.
Hvis a og b er reelle tal geelder endvidere
Var(aX + b) = a*Var(X). (2)

Spredningen pa X defineres som

Spr(X) = y/Var(X).

Af folger sa at
Spr(aX + b) = |a|Spr(X).

Ved maling af positive storrelser, som for eksempel afstande, benytter man
ofte variationskoefficienten, der er bestemt som Spr(X)/E(X). Den angives

normalt i % og er dimensionslgs, idet vi for @ > 0 har, at

Spr(aX) _ aSpr(X) _ Spr(X)
E(aX)  aBE(X)  E(X)

Fordelingsfunktionen for X defineres som

Fx(z) = P(X <uz).

P(X <z)=P(X €] —o0,4]) = / Fx(t)dt,

—0o0

geelder med andre ord

hvoraf det sa fglger at

(@) = 5 F(2) = Fy(o)

Det er ofte nyttigt at arbejde med veerdierne af den inverse fordelingsfunk-
tion. Disse betegnes fraktiler (eng. quantiles). Konkret er a-fraktilen x, for
X er givet ved ligningen

FX(xa) = Q,
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eller aekvivalent hermed
To = F7(a).

Lad nu @ > 0 og b veere reelle tal og seet ¥ = aX + b. Sa geelder om

fordelingsfunktionen for Y at

FY(y)ZP(aX+b§y):p<X§y_b>:FX<y—b>7

o = e (U0}
- w15 () ()%

hvoraf

Det vil sige at

og endvidere

Jax+o(y) = Cllfx (y ; b) .

Om fraktilerne gaelder den simple relation

Yo = GTq + b.

1.2 Normalfordelingen
Antag at X har teethedsfunktionen givet ved

1 x?
Da ¢(z) = ¢(—x) indses let at

Endvidere kan det vises at

E(X?% = /OO v*p(r)dr = 1.

— 00



Heraf folger at Var(X) = 1.

Fordelingen af X kaldes normalfordelingen med middelveerdi 0 og vari-
ans 1, eller undertiden den standardiserede normalfordeling eller endda U -
fordelingen. Fordelingsfunktionen for X betegnes ofte med ® og er altsa givet

ved

o(a) = [ aoo \/12_7Texp (-f) dr.

Denne funktion er tabelleret mange forskellige steder. Mange lommeregnere
indeholder ¢ som standardfunktion, og den er ogsa tilgeengelig i stort set
enhver form for software med statistiske faciliteter.

Lad 0 > 0 og 1 € R og betragt den stokastiske variabel Y = ¢ X + u. Da

fas middelveerdien til

EY)=0E(X)+pu=p.
Tilsvarende variansen

Var(Y) = o0*Var(X) = o°
og teethedsfunktionen

(y — p)?

) = 50 (V51) = e {-UA ).

Fordelingen af Y kaldes normalfordelingen med middelveerdi p og varians

o2, og man skriver ofte Y ~ N (u, 02). Fordelingsfunktionen for Y er i henhold
til (3]) givet ved
Fy(y) =@ (y — ,u) :

o

Herved kan man finde sandsynligheder i normalfordelingen med middelveaerdi

p og varians o2 ud fra den standardiserede normalfordeling.

1.3 Uafthaengighed

Et seet X7,..., X, af stokastiske variable siges at veere uafhengige, safremt

der for alle intervaller Ay, ..., A, pa R geelder
P(Xl € Al,Xg < AQ,...,Xn € An) = P(Xl € Al)P(XQ S Ag) P(Xn € An)
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Lad h vere en funktion af k& < n variable. Hvis X, X5,..., X, er uaf-

heengige stokastiske variable, da gaelder at
h(X1,..., Xg), Xgi1,- .., X, er uathengige. (4)

Lad X og Y veere stokastiske variable. Da er X + Y igen en stokastisk

variabel, hvorom det geelder, at
E(X+Y)=EX)+ E(Y). (5)
Med hensyn til produktet af X og Y gelder, at
E(XY)=E(X)E(Y), hvis X og Y er uafhengige. (6)

Af (B)) og (0)) folger, at
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y), hvis X og Y er uathengige.  (7)

Man har siledes, at hvis X ~ N (uy,0%) og Y ~ N (g, 03) er uafheengige,
sder E(X+Y) = puy + pup og Var(X +Y) = 0? + 03. Da man endvidere kan
vise, at X +Y er normalfordelt, har vi med andre ord, at hvis X ~ N (i, 0%)
0g Y ~ N(po,03) er uafhengige, sa geelder at

X +Y ~ N+ pa, 07 + 03). (8)

1.4 Fordelinger afledt af normalfordelingen

I det fglgende beskriver vi tre fundamentale fordelinger. De fremkommer alle
udfra normalfordelingen ved forskellige regneoperationer, som typisk fore-
tages i forbindelse med udjsevning. Fordelingerne beskrives efter voksende
kompleksitet, og historisk tog det omkring 60 ar at finde dem alle tre, i den

angivne rackkefolge og med omtrent 20 ars mellemrum imellem opdagelserne.

1.4.1 Helmerts \?

Hvis Uy, ..., Uy er uatheengige og standard normalfordelte kan man vise, at

Y=Ul+ - +U)] (9)



har teethedsfunktion
Fr(ysd) = kay™* e V2, for y > 0,

hvor k; er en konstant, som sikrer, at teethedsfunktionen har integral 1
kol = /OO 2Tl gy
0

Normaliseringskonstanten kan beregnes til k;' = I'(d/2)2%2, hvor I er gam-
mafunktionen. Denne fordeling kaldes x2-fordelingen med d frihedsgrader
(eng. degrees of freedom).

Residualkvadratsummen efter en udjeevning med d overbestemmelser er
netop y2-fordelt med d frihedsgrader, hvis malingerne er angivet i enheder,
sa a priori spredningen er lig med 1.

Dette generelle resultat blev forste gang vist af den tyske geodaet og land-
maler F. R. Helmert i 1876. Udtrykket ‘frihedsgrader’ henviser til frihedsgra-
derne i det ligningssystem, som hgrer til udjeevningen.

Der geelder endvidere, at
E(Y)=d, Var(Y)=2d, (10)

altsa at bade middelveerdi og varians vokser proportionalt med antallet af
frihedsgrader.

Det fglger direkte af (@, at hvis Y] og Y5 er uafhaengige og x?-fordelte
med hhv. d; og dy frihedsgrader, sa bliver summen Y = Y] + Y5 x2-fordelt
med dy + do frihedsgrader. For vi har, at

Y=Y +Yo=Ul+ - +U; +Uj 1+ -+ Ui 4

Dette resultat er vigtigt, nar residualkvadratsummer fra forskellige ud-
jeevninger foretaget med samme a priori spredning kombineres ved simpel
addition.

A posteriori variansen efter udjeevning bestemmes normalt som Y/d, hvor
Y er residualkvadratsummen, se naermere i afsnit [2.2]

y2-fordelingen har top i nulpunktet, medmindre d > 3, altsa vil man
meget ofte se ekstremt sma a posteriori varianser, hvis man kun har 1 eller 2
overbestemmelser, for eksempel hvis man baserer en udjeevning udelukkende

pa dobbelt- eller triple-malinger.
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xz—fordelinger
0.5 T T

Figur 1: Forskellige x2-fordelinger. Nar antallet d af frihedsgrader vokser,
bliver fordelingen mere symmetrisk og kommer til at ligne en normalfordeling.

1.4.2 Students ¢

Endnu en vigtig fordeling er t-fordelingen med d frihedsgrader. Den frem-

kommer som

T=——,
Y/d

hvor U og Y er uafheengige, U er U-fordelt, og Y er x2-fordelt med d friheds-

grader. Teethedsfunktionen er

—(d+1)/2
Jrltsd) = cq (1+22/d)

Y

hvor ¢4 igen er en normaliseringskonstant

o7t = /_OO (1+ tz/d>7(d+1)/2 dt.
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Students t-fordelinger

0.4

0.35-

0.3+

0.25-

02r
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0.1+
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T T T T B 4 ~ T T
e d=10

normalfordeling / L
1 X

d=5 ¥ d=2

Figur 2: Eksempler pa Students t-fordelinger. Nar antallet d af frihedsgrader
vokser, naermer fordelingen sig til en standard normalfordeling.

Fordelingen har meget tunge haler for d lille. For d — oo naermer ¢-fordelingen
sig til en U-fordeling. Det er sveert at se forskel pa disse to fordelinger nar
d > 30. Nogle eksempler pé t-fordelinger er vist pa Figur [2|

“Student” er et pseudonym for den engelske statistiker W. S. Gossett, som

fandt denne fordeling omkring ar 1900.

I landmalingen optraeder ¢t-fordelingen typisk, nar et residual U efter ud-

jeevningen skaleres med a posteriori spredningen /Y/d. Hvis antallet af over-

bestemmelser er mindre end 30, kan det veere misvisende at ignorere denne

skalering og bruge normalfordelingen i stedet for.

1.4.3 Fishers F

Fordelingen af

_vi/dy
Ya/dy'
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hvor Y} og Y, er uafheengige og x2-fordelte med hhv. d; og d, frihedsgrader
kaldes F'-fordelingen med (dy,ds) frihedsgrader. Tethedsfunktionen er

pld2/2)-1

fv(vidy, dy) = ka, g, (div + do)(@+d2)/2

for v > 0,

hvor kg, 4, som seedvanlig er en normaliseringskonstant, der sikrer, at teet-
hedsfunktionen har integral 1.

F-fordelingen er relevant, nar man skal sammenligne to a posteriori vari-
anser, for eksempel beregnet ud fra to forskellige udjeevninger.

Fordelingen er forste gang fundet af den engelske statistiker R. A. Fisher

omkring 1920 og kendes ogsa under navnet v?-fordelingen. Der geelder

da

EWV)= &2

Ogsa denne fordeling har meget tunge haler, iseer nar antallet af friheds-
grader for naevneren er lille, altsa nar naevnerens residualkvadratsum er base-
ret pa meget fa overbestemmelser. Formlen ovenfor forteller endda, at mid-
delveerdien ikke er endelig medmindre ds > 3. Eksempler pa F-fordelinger er
vist 1

Det er oplagt, at hvis V' er F-fordelt med (dy, dy) frihedsgrader, sa er 1/V
F-fordelt med (dy, d;) frihedsgrader.

Endvidere er der en simpel forbindelse mellem ¢-fordelingen og F-fordelingen

med 1 frihedsgrad i teelleren. Idet vi har

2
T2 U _ U?
Y/d Y/d
ses let, at hvis T er t-fordelt med d frihedsgrader, sa vil T2 veere F-fordelt
med (1,d) frihedsgrader.

2 Estimationsteori

2.1 Det grundlaeggende problem

Teorien for statistisk estimation beskeeftiger sig med den generelle situa-

tion, hvor man har en rackke malinger, der kan opfattes som observationer
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F-fordelinger
0.8 T T

0.7- i

06+ -— (10,10)

()

A f

53

Figur 3: Eksempler pa Fishers F-fordelinger. Nar antallet dy af frihedsgra-
der i nzevneren vokser, nermer fordelingen sig til en x?/d;-fordeling med d;
frihedsgrader, en y2-fordeling som er skaleret til at have middelveerdi 1.

x1,..., T, af stokastiske variable X7, ..., X,, med teethedsfunktioner, som af-
heenger af en ukendt parameter 6. Parameteren er typisk et element i en
udjeevning eller lignende.

Nu gnsker man at bestemme veerdien af 6 udfra x4, ..., x,. Vi siger at 0
gonskes estimeret. Hertil anvendes typisk en estimator = g(z1,...,2,), altsa
en passende valgt funktion af observationerne.

Men umiddelbart er der vilkarligt mange muligheder for at veelge sadan
en estimator . Der er derfor behov for at diskutere principper, sa man kan
identificere visse estimatorer som gode og rigtige og andre som darlige og

forkerte.

Eksempel 1 Vi forestiller os, at vi har malt en hgjdeforskel mellem punk-

terne A og B 3 gange og faet folgende resultater (malt i mm)
119,112, 114.
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De parametre, vi er interesseret i at estimere kunne for eksempel veere

e 1 —den sande hgjdeforskel,
e o—malemetodens sande spredning.
Man kunne nu foresla flere mader at ggre dette pa:
1. ju =2 =115, 61 = s = 3.61;
2. fig = x(2) = 114, 62 = (x3) — x(1)) /2 = 3.5.

Den forste af disse metoder er den, som vi normalt anvender for normalfor-
delte observationer (se nedenfor), og som vi kender fra almindelig udjsevning,
altsa hvor gennemsnittet bruges til at estimere den teoretiske middelveerdi
og den empiriske spredning til at estimere den teoretiske.

Den anden metode ser maske useedvanlig ud, men pa forhand behgvede
den ikke at veere ufornuftig. Her estimerer vi g med den midterste observa-
tion og spredningen bedgmmes udfra forskellen pa den stgrste og mindste

observation. Vi vil senere diskutere dette eksempel i detaljer. O

2.2 Estimation i normalfordelingen

For vi mere generelt diskuterer principper for estimation, vil vi repetere,
hvorledes vi normalt estimerer parametre i normalfordelingen i det simpleste
tilfeelde med gentagne malinger af samme storrelse.

Lad derfor X;, X5, ..., X, veere uafheengige saledes at X; ~ N(u, 0?) i =
1,...,n. Det almindeligt brugte estimat for p — efter mindste kvadraters

metode — er givet ved gennemsnittet

n—lizl

De stokastiske variable X og S? kan vises at veere stokastisk uafheengige og

X~ N(p,a*/n),  (n=1)8%/0* ~x*(n—1)
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det vil sige, (n —1)5%/0? er x*-fordelt med (n — 1) frihedsgrader.

Mere generelt giver mindste kvadraters udjeevning anledning til et estimat
for observationernes middelveerdivektor, og variansen estimeres ved hjelp af
a posteriori variansen, som er den normerede residualkvadratsum 7' C7/d,

hvor d er antallet af overbestemmelser.

2.3 Egenskaber for estimatorer

Vi vil nu se pa forskellige egenskaber, som estimatorer kan have.

2.3.1 Centralitet
En estimator 6 = g(xy, ..., z,) kaldes central (eng. unbiased) for @ hvis
Eg(X1,...,X,) = 6.

Man bruger ogsa betegnelsen ‘middelveerdiret’ idet ligningen ovenfor kan tol-
kes saledes, at man ‘i middel’ estimerer parameteren korrekt og uden en
systematisk skeevhed (eng. bias).

I normalfordelingstilfeeldet geelder, at i = Z er en central estimator for

2 er en central estimator for 2.

middelveerdien u, og 6% = s
Generelt er det rigtigt, at mindste kvadraters udjeevning er central, bade
for elementerne i en elementudjeevning og ogsa for middelvaerdivektoren, og
endvidere er a posteriori variansen en central estimator for o2.
Det er naturligvis en udmeerket egenskab for disse estimatorer. Men det

bgr dog bemeaerkes, at ¢ ikke er en central estimator for o, idet der geelder

E(6) < \JE(6?) =0,

sa spredningen i den forstand altid underestimeres. Sa undertiden bruger vi
abenbart gerne estimatorer, der ikke er centrale.

Centralitet er iseer vigtigt, nar man gnsker at kombinere estimatorer fra
flere forskellige maleserier. Hvis vi har centrale estimatorer él, e ,én for en
parameter 6 malt med preecisioner (veegte) pi, ..., pn, sd kan vi kombinere

dem i et gennemsnit til

Pt +pn

é:

Y
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som sa igen vil veere en central estimator for 6 som har en stgrre preaecision
end hver af de enkelte estimatorer. Hvis derimod él hver iseer har en skaevhed
0, sa

E(0;) =0+ 8,

~

vil der ogsa geelde E(0) = 0 + (3, sa skaevheden ikke reduceres ved kombina-
tionen. Pa den made vil skeevheden blive den totalt dominerende fejlkilde,
hvis n er meget stor.

Det er (blandt andet) derfor vigtigt, at man ved kombination af resulta-
ter fra forskellige udjeevninger beregner veegtede gennemsnit af a posteriori
varianser (som er centrale estimatorer) og ikke gennemsnit af a posteriori

spredninger.

Eksempel 2 Vi betragter igen situationen fra fgr, hvor vi har observeret
hojdeforskelle 119,112,114, alt malt i mm.

Her er medianen (den midterste observation) x(2) = 114 ogsa en central
estimator for hgjdeforskellen og derfor et muligt alternativ til z.

Hvis observationerne er normalfordelte N (u, 0?) kan det vises, at
By = \/;a —~ 0.890

0g
E6, = 0.850.

Ingen af disse estimatorer er derfor centrale for spredningen. Sa maske var

det bedre at korrigere disse estimatorer og bruge
o3 = 5/0.89 = 4.15 eller 64 = 69/0.85 = 4.118.

Vi skal vende tilbage til denne problemstilling. O

2.3.2 Minimal varians

Hvis man gnsker at anvende centrale estimatorer — og det kan ofte veere
hensigtsmaessigt — veelger man naturligvis helst en estimator med sa lille
varians som muligt, altsa med sa stor praecision som muligt.

Hvis malingerne er normalfordelte, giver mindste kvadraters udjesevning

den bedst mulige centrale estimator (altsd den med minimal varians) for
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elementerne. Man siger, at estimatoren er en Minimum Variance Unbiased
Estimator (MVUE).

Endvidere er a posteriori variansen ogsa MVUE for variansen pa male-
fejlen i det normalfordelte tilfeelde. Dette er et hovedargument for at anvende
denne i stedet for de alternativer, der er naevnt i eksemplet ovenfor.

Nu er det ikke altid rimeligt at antage, at malefejlene er eksakt normal-
fordelte. Derfor er det vigtigt at vide, at mindste kvadraters udjeevning altid
giver den bedst mulige centrale estimator blandt de, som kan udtrykkes som
en linecer funktion af observationerne. Her bruges udtrykket Best Linear Un-
biased Estimator (BLUE). Dette beviste Gauss omkring 1823 og brugte det
som et hovedargument for at anvende mindste kvadraters metode til udjaev-
ning.

Udenfor normalfordelingen er s? stadig en central estimator for o2. Den
er ogsa konsistent, d.v.s. at hvis antallet af frihedsgrader gar mod uendelig,
vil a posteriori variansen neerme sig den sande varians. Men s? har ikke

ngdvendigvis andre optimalitetsegenskaber udenfor normalfordelingen.

Eksempel 3 Vi vender atter tilbage til situationen med de tre hgjdemalin-
ger 119,112, 114.

Hvis observationerne kan antages normalfordelte, er gennemsnittet r =
115 den bedste centrale estimator. I eksemplet er medianen x () ikke en lineaer
funktion af malingerne og under visse antagelser om fejlfordelingen, er den
mere praecis end gennemsnittet.

Estimatorer af typen x(3) er generelt mere robuste end Z mod grove fejl,
men svaerere at beregne. De opstar ved at minimere summen af absolutte
afvigelser Y |r;| af residualerne i stedet for kvadratsummen, som anvendes i
mindste kvadraters metode.

Estimatoren (z(3)y — (1))/2 for spredningen er til gengeeld meget darlig.
En enkelt grov fejl vil sla fuldsteendigt igennem pa sadan en estimator. I
eksemplet har &3 spredning 0.5210 mens 64 har spredning 0.7250.

Havde vi haft en grov fejl, sa 119 var blevet til 129, ville vores robuste

estimator x(s) veere usendret, mens T ville veere steget fra 115 til 118.3.
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De grove fejl har alvorlige konsekvenser for estimation af spredningen
uanset hvilken estimator vi veelger; i eksemplet ville (z(3) — (1))/2 veere
steget fra 3.5 til 8.5 og s fra 3.61 til 9.29. O

2.4 Konfidensintervaller

Man er ikke altid tilfreds med at fa et enkelt gaet pa veerdien af 6. I stedet an-
vendes konfidensmeengder, for eksempel konfidensintervaller, eller konfiden-
sellipser (i to dimensioner). Man taler undertiden ogsa om intervalestimater.

Et konfidensinterval beregnes ved to greenser: en nedre greense ¢ =
g1(X1,...,X,) og en gvre graense Cy = ¢o(X1,..., X,). Intervallet [C}, Cy]
siges at have konfidensgrad -, hvis

Konfidensgraden angiver altsa sandsynligheden for, at intervallet omfatter
den sande veerdi af parameteren. Vi vil derfor helst have sma intervaller med
stor konfidensgrad.

Konfidensintervaller kan ofte dannes udfra en estimator 6. Hvis denne har

fordelingsfunktion Fjp, sa vi har
P(0 < ) = Fy(w),

kan konfidensgraenserne i princippet veelges som fraktiler ¢; = /2 0g c3 =
Ti—aj2, hvor @ = 1 — v. Problemet er, at disse fraktiler i almindelighed
afheenger af den ukendte veerdi 6. Men i en reekke interessante specialtilfzelde
kan man komme uden om det problem ved et simpelt kneb, som vi skal se

eksempler pa i det folgende.

2.4.1 Konfidensintervaller i normalfordelingen

Kendt spredning Hvis malevariansen er kendt og lig med a priori varian-

sen oy, er det bedste konfidensinterval for p af formen

€1 =T —U1_aj200/V/N, €2 =T+ Ui_a/200/V/N,

hvor uy_q /2 er 1 — a/2-fraktilen i normalfordelingen, altsa ®(ui_q/2) = 1 —
af2.
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Konfidensgraden for dette interval er v = 1 — «, hvilket beregnes som

nedenstaende

P(Cy < < Cy)

P(X — Ulfa/ggo/\/ﬁ <pu<Zz +U17a/20'0/\/ﬁ>
X - X -
P <\/ﬁ a

—U_a2 <0< /n
0o 0o

X —p
00

K + ula/2>

P <—U1_a/2 < —\/ﬁ

P(ur-as2) — P(—u1—as2)
l—a/2—(1-(1-a/2)=1—-a

< ul—a/2>

hvor vi i sidste linie har udnyttet, at U-fordelingen er symmetrisk, sa —U

har samme fordeling som U og ®(—x) =1 — &(—x).

Det kneb, vi har anvendt i konstruktionen af konfidensintervallet er, at
stgrrelsen U = /n(X — 1) /aq er U-fordelt. Altsa har vi fra vores estimator X

kunnet konstruere en storrelse U, hvis fordeling ikke afhenger af parameteren,

og derefter har vi kunnet ‘regne bagleens’. En sadan kaldes en pivotal storrelse

(eng. pivot).

Ukendt spredning Hvis vi i stedet gnsker at anvende a posteriori varian-

sen s estimeret med d overbestemmelser, kan vi bruge den pivotale storrelse
T = /n(X — p)/s. Denne er nemlig t-fordelt med d = n — 1 frihedsgrader,

sa fordelingen athaenger altsa heller ikke af p og 0. Greenserne bliver nu

1 =T —ti_ap(d)s/v/n, =T+ ti_ap(d)s/v/n.

Her verificeres konfidensgraden pa ngjagtig samme made:

P(C) < p<Cy)

P(X — tl_a/g(d)s/\/ﬁ <p<z+ t1—a/2(d)8/\/ﬁ)

p(vits T )

< tl_a/g(d)>

Bt ap(d) <0< v/a

X —p
S

P <—t1—a/2(d> <—vn

Fr(ti—aj2;d) — Fr(—ti—a/2; d)
l—a/2—(1-(1-a/2)=1-a,
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hvor vi ogsé her har udnyttet, at T-fordelingen er symmetrisk, se Figur [2|

Eksempel 4 Vivender atter tilbage til vores tre hgjdemalinger 119,112, 114.
Hvis vi antager, at spredningen oy er kendt og lig med 4, fas et 95% konfi-

densinterval til
115 + ug.g75 X 09/+/n = 115+ 1.96 X 4/\/3 = 115 + 4.53.
Med ukendt spredning fas

115 + £(2)0975 X 5/v/n = 115 £ 4.30 x 3.61/v/3 = 115 + 8.97,

altsa et veesentligt bredere interval pa grund af, at der ogsa er usikkerhed pa

bestemmelse af spredningen. O

2.4.2 Konfidensintervaller for spredningen

Fra en a posteriori varians s? baseret pa d overbestemmelser bestemmes et
konfidensinterval for o ved at udnytte den pivotale stgrrelse Y = ds?/o?,

som jo er x?-fordelt med d frihedsgrader. Konfidensintervallet bliver nu

C1 = LS Co = LS
! X2<d>1—a/2 ’ ? X2<d>a/2 ,

hvor x?(d)y er A-fraktilen i x2-fordelingen med r frihedsgrader. At konfidens-

graden er netop bliver v = 1 — « ses ved fglgende regninger

P(Ci<o<(Cy) = ( /8<0’<‘ / )
1a2 a2

= P|l—1i—<0o’<

(XQ(d)l—am XQ(d)a/Q

(1 _ot 1 )

X (d)iaz  ds? X3 (d)ay2
ds?

(X (d)ay2 < =) < X2<d>1—a/2>

2
= FY(X%—Q/27d> FY(XQ/Q,d):l—Oé/2—Oé/2:1—05,

|
S

= P

Bemeerk, at vi her har brugt forskellige fraktiler i de to af fordelingens haler,

da y?-fordelingen ikke er symmetrisk.
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Eksempel 5 Vi vender tilbage til de tre hgjdemalinger 119,112,114, hvor
vi beregnede a posteriori spredningen til s = 3.61. Et 95% konfidensinterval

for spredningen kan nu beregnes til

[,/23 61 ,/23611 = [1.88,22.6]
X%(2) 975 o X?(2).025 ' ST

da x2(2).975 = 7.38 og x?(2).025 = 0.051.

Intervallet er uhyggeligt bredt, og det minder endnu engang om, at man
skal veere meget forsigtig med at feeste lid til a posteriori spredninger, som
er baseret pa fa overbestemmelser!

Bemeerk, at y2-fordelingens asymmetri betyder, at 6 = s = 3.61 ikke lig-
ger midt i konfidensintervallet, som det var tilfseldet med konfidensintervaller

for middelveerdien. O

Man kan nu passende spgrge, hvor mange overbestemmelser man skal
have for at konfidensintervallerne bliver passende sneevre.

For at give et simpelt svar pa det spgrgsmal, benytter vi os af at bade
x2-fordelingen og fordelingen af & = s ligner normalfordelinger, nar antallet
af overbestemmelser er stort. Det er derfor korrekt, at et interval af formen
o £ 2Spr(6) approximativt har 95% konfidens.

Vi mangler blot at bestemme “spredningen pa spredningen” Spr(g). Det
fremgar af , at middelveerdien i en y*-fordeling er E(Y') = d og variansen

Var(Y) = 2d. Vi far derfor for variansen péa variansestimatet at

Var(6?) = Var(0?Y/d) = 2do* /d* = 20*/d, (11)

og FE(6%) = 0? da estimatoren er central. Altsi er

Spr(6?) = y/Var(52) = a2m.

Men nu var det Spr(&), som vi var interesserede i. Da ¢ = v/62 kan vi bruge
fejlforplantlingsloven pa funktionen f(x) = y/z som har differentialkvotient
f'(x) =1/(2y/x). Fra far vi derfor at der approximativt gaelder at

Var(6) ~ Var(6%)/(2Vo?)? = 2/(2d)
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og derfor at spredningen pd spredningen er approximativt givet ved

Spr(6) = \/Var(6) ~ o/v2d.

Den relative spredning eller variationskoefficienten er derfor givet som
Spr(6)/o ~ 1/v2d.

Hvis vi gnsker at sikre os, at den relative spredning pa spredningen ikke

overstiger en given stgrrelse 0 < p < 1 skal vi med andre ord lgse ligningen
1/v2d=p

hvilket fgrer til at vi skal mindst skal have

d=1/(2p)

overbestemmelser. For p = 10% = 1/10 fas for eksempel at vi mindst skal
have

d=1/(2x0.01) =50

overbestemmelser og tilsvarende for p = 5% = 1/20 skal vi bruge
d=1/(2 x 0.0025) = 200

overbestemmelser.

2.4.3 Ensidige konfidensintervaller

I alle eksemplerne ovenfor har vi valgt at konstruere intervallerne tosidigt,
altsa med begge konfidensgreenser C og C} tilfeeldige, og vi har endda gjort
det saledes, at sandsynlighederne for at intervallet rammer for lavt eller ram-

mer for hgjt er lige store, nemlig «/2:
P(Cy<0)=Pl<C)=a/2

Somme tider kan det veere mere relevant at lave et ensidigt interval, altsa
et interval, hvor enten c¢; (eller ¢;) er sa lille (eller stor) som overhovedet

muligt.
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Det kan veere fordi vi af den ene eller anden grund primeert vil sikre os
ved at angive en sandsynlig gvre (eller nedre) greense for vores vores estimat
for den sande veerdi af 6.

Hvis vi lader ¢; veere sa lille som mulig, skal vi altsa bestemme en gvre
konfidensgraense, som sa er givet ved z.-fraktilen, hvor v = 1 — « som for.
Omvendt, hvis vi vil have ¢y til at veere sa stor som muligt, beregnes c;
som x,-fraktilen. Igen vil disse fraktiler normalt athsenge af den ukendte
parameter #, men anvender vi vores pivotale kunstgreb ovenfor, fas i de tre

tilfeelde

Ovre konfidensinterval med kendt spredning
€L =—00, Cy=T+u_a0/vn.

Ovre konfidensinterval med ukendt spredning
€1 = —00, Cy3=71+t_o(d)s/v/n.

Ovre konfidensinterval for spredningen

=0, c=4/———s.

X2 (d)a

Bemaerk, at vi skal bruge en nedre fraktil i y? fordelingen for at fa
et gvre konfidensinterval for spredningen. Det skyldes, at uligheden i

x2-fordelingen bliver vendt om, nar vi tager reciprokveerdier.

For at vise, at intervallerne har den rigtige konfidensgrad v = 1 — a gennem-

fgres regninger, som er helt analoge til de tidligere udfgrte.

Eksempel 6 Hvis vi i tilfeeldet med de tre hgjdemalinger 119,112,114 ¢n-

sker at lave gvre 95% konfidensgraenser fas i de tre tilfselde

1. 0 =4 og kendt:
[—o00, 115 + 1.645 x 4/v/3] = [~00, 115 + 3.80),
som kan sammenlignes med det tosidige interval 115 + 4.53.
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2. Med ukendt spredning fas
[—00,115 4 2.92 x 3.61/v/3] = [—00, 115 + 6.09),

som kan sammenlignes med det ensidige 115 + 8.97.

3. Som gvre konfidensinterval for spredningen fas tilsvarende

lo, \/@3.611 =1[0,15.94],

idet x?(2).05 = 0.1026. Dette kan igen sammenlignes med det tosidige
interval [1.88,22.6]. Selv om vi laver intervallet ensidigt, far vi en meget
stor gvre konfidensgraense for spredningen, da estimatet for denne kun

er baseret pa 2 overbestemmelser.

Det overlades til lezeseren at beregne nedre konfidensintervaller. O

2.4.4 Alternative konfidensintervaller

Alle de beregnede konfidensintervaller ovenfor er baseret pa en antagelse om
normalfordelte observationer. Det kan i en konkret situation veere tvivlsomt.

C. F. Gauss beviste i 1823 en ulighed, som alternativt kan anvendes til at
konstruere konfidensintervaller. Neermere betegnet viste han, at hvis forde-
lingen af malefejlen X er symmetrisk og har en teethedsfunktion fx(z) som

er aftagende med |x|, sa vil
4
P(X|<to)<1- o for t > 2/4/3.

I den situation har et 3o-interval derfor mindst en konfidensgrad pa

4
1——=77/81 =95.1%.
9x9 / %

Derfor er det en god ide med 3o-intervaller, og det er muligvis baggrunden
for, at man i dag i landmalingen typisk anvender 30- og ikke 20-intervaller,
som ellers vil give en konfidensgrad pa 95% for normalfordelte observationer.

Men 3o-intervallernes konfidensgrad nar neeppe op pa de ca. 99%, som man
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ofte regner med. Denne konfidensgrad opnas kun, nar fejlene er normalfor-
delte.
Hvis man ikke engang kan regne med, at fejlfordelingen er symmetrisk og

har aftagende teethedsfunktion, kan man lave konfidensintervaller ved hjeelp
af Chebyshevs ulighed

P(X|<to)>1—-t2

som geelder i alle tilfeelde, hvor fordelingen har en middelveerdi og varians.

Det folger, at et bo-interval mindst har en konfidensgrad pa
1—1/25=24/25 = 96%),

men sa er det ogsa blevet noget bredt efterhanden. ..

Til sidst vil vi som et kuriosum neevne, at det for en symmetrisk fejlfor-
deling geelder, at intervallet [z(1), 2(»)| fra den mindste til den stgrste obser-
vation vil have en konfidensgrad pa 1 — 27"*! s& man allerede ved n = 6

observationer har en konfidensgrad pa
1—-1/32=31/32 = 96.8%.

Ved flere observationer stiger konfidensgraden naturligvis, men det ggr inter-

vallets bredde ogsal

3 Testteori

3.1 Idéen bag det statistiske test

I et statistisk test konfronteres en bestemt hypotese med virkeligheden i form
af observationer x4, ..., x, af stokastiske variable.

Hypotesen betegnes traditionelt med Hy, og derfor bruger man ogsa ud-
trykket “nulhypotesen”.

Den undersggte hypotese kan veere af videnskabelig natur eller af kontrol-
lerende natur.

Det er vigtigt at gore sig klart, at hypoteser kun kan falsificeres (forkastes)
ved statistiske test, aldrig bekraeftes. Derfor ma man somme tider formulere
hypoteserne lidt ‘bagvendt’ i forhold til normal sprogbrug.

Som eksempler pa videnskabelige hypoteser kan naevnes:
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e Himmellegemerne bevager sig med Jorden i centrum (Galileo Galilei).
e Lyset bevaeger sig uendelig hurtigt (Ole Rgmer).
e Jorden er kugleformet (P. S. Laplace).

Videnskabelige hypoteser er ofte formuleret med henblik pa falsificering,
og det videnskabelige fremskridt fremkommer netop ved at hypotesen falsi-
ficeres.

Galilei udfgrte verdenshistoriens forste statistiske test, idet han matte
forkaste den herskende hypotese, da den blev konfronteret med hans astro-
nomiske observationer.

Laplace havde af en eller anden grund faet den ide, at Jorden var peerefor-
met. Det lykkedes ham aldrig at falsificere hypotesen om Jordens kugleform,
selv om satellit- og andre méalinger senere har bekraeftet, at han havde ret!

Nedenfor angives en raekke eksempler pa kontrollerende hypoteser:

e En maleserie er foretaget med forventet preecision (global test).

e En bestemt maling er ikke beheftet med grov fejl (data snooping).
e Et objekt har ikke flyttet sig.

e Et objekt er ikke deformeret.

e Et objekt tilfredsstiller bestemte specifikationer.

Kontrollerende hypoteser er mest almindelige i landmalingen. Derfor veel-
ger vi her at fremstille testteorien pa en sadan made, at det kontrollerende
synspunkt er i centrum.

Ved en kontrollerende hypotese gar man egentlig ud fra, at den formule-
rede hypotese er korrekt, men gnsker at den skal underkastes en kontrol, sa

man bedre kan stole pa den.

Eksempel 7 Vi betragter endnu engang vores lille eksempel med tre hgjde-
malinger 119,112, 114.
Her er en rackke hypoteser, som kunne veere relevante i forbindelse med

sddan en maleserie.

27



Spredningen pa maleinstrumentet er 2mm.

Hgjdeforskellen er 111mm som specificeret i landskabsplanen.

e For et ar siden maltes samme hgjdeforskel til 110,112, 109. Har noget
flyttet sig? Hypotese: Intet har flyttet sig.

Er 119 en grov fejl? Hypotese: den fgrste maling er ikke en grov fejl.

Bemaerk, at alle hypoteserne er kontrollerende. Vi skal udfgre det statistiske

test for at sikre os, at hypoteserne kan sta for en naermere provelse.
Bemaerk ogsa, at i de to sidste tilfzelde formulerer vi hypotesen ‘bagvendt’

i forhold til den made, vi normalt udtrykker os pa. Hypotesen skal formuleres,

sa den er preecis og egnet til falsificering. a

3.2 Konstruktion og udfgrelse af et statistisk test

Forste trin ved konstruktion af et statistisk test er, at man veelger en testva-
riabel W = ¢g(X1,...,X,) (eng. test statistic), som skal afslgre afvigelser
fra hypotesen. Man kan i nogen grad opstille formelle principper for dette
valg, men det forer ikke altid til praktisk tilfredsstillende lgsninger. Her ng-
jes vi derfor med at fastsla, at testvariablen skal veere velegnet til at afslgre
afvigelser fra hypotesen.

[ neeste trin afgeres, om store eller sma veerdier af W (eller bade store og
smé veerdier) bgr betragtes som kritiske for hypotesen, altsa som indikation
pa, at hypotesen ikke kan opretholdes.

For at afggre, hvilke veerdier, der skal betragtes som kritiske, formuleres
ofte en alternativ hypotese H 4, og den alternative hypotese kan ogsa bruges til
vejledning, nar testvariablen skal veelges, idet den angiver, hvilke afvigelser,
man is&er er pa vagt overfor.

Der veelges eventuelt pa forhand et signifikansniveau «. Eksempelvis bru-
ges o = 5%, men ofte andre, alt efter situationen.

Udfra testvariablen og signifikansniveauet findes nu et kritisk omrade, K,.
Hypotesen Hy betragtes derefter som (falsificeret) forkastet pa niveau o, hvis
den observerde veerdi W = wgps ligger i det kritiske omrade. I modsat fald

siges hypotesen H, at veere accepteret.
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Hvis store veerdier af W er kritiske for hypotesen bestemmes det kritiske
omrade som
K, ={w|w > w.},

hvor w,. kaldes den kritiske veerdi. Den kritiske veerdi skal bestemmes saledes,
at der geelder
P(W e K, | Hp) = a. (12)

Dermed angiver signifikansniveuaet o sandsynligheden for at forkaste en kor-
rekt nulhypotese. Man taler ogsa om, at a angiver sandsynligheden for at
bega en fejl af type I. Naturligvis gnsker man derfor, at a skal veere lille.

Komplementaermeaengden til det kritiske omrade K, kaldes ogsa accept-
omradet for det givne test.

Ved videnskabelige hypoteser kan det virke unaturligt at veclge signifi-
kansniveau pa forhand (hvilket niveau skulle Galilei have valgt?), men iseer
ved kontrollerende hypoteser kan det have en vigtig, standardiserende funk-
tion.

Bemeerk, at vi kun kan bestemme det kritiske omrade efter og dermed
konstruere et test med veldefineret signifikansniveau, hvis sandsynligheden
for, at W ligger i det kritiske omrade, ikke afhaenger af en ukendt parame-
ter 6 under antagelse af nulhypotesen. Derfor vil testvariablen W ofte blive
konstrueret udfra en pivotal stgrrelse, som det var tilfseldet, nar vi skulle

konstruere konfidensintervaller.

Eksempel 8 Vi vender tilbage til vores tre hgjdemalinger 119,112,114 og
gnsker at efterprgve, om hypotesen Hy : 09 = 2 kan opretholdes i lyset af
disse observationer.

Som testvariabel veelger vi Y = dS?/o2 = S?/2, med den observerede
veerdi yops = 3.612/2 = 13/2 = 6.5.

Vi betragter store veerdier som kritiske, idet vi kun er interesseret i at
afslgre, om malingernes kvalitet er ringere end vi forventer. Vores alternative
hypotese er altsa Hq : 0 > 09 = 2.

Hvis nulhypotesen er rigtig, fglger Y en y2-fordeling med d = 2 friheds-
grader. Den kritiske veerdi skal derfor bestemmes som (1—«)-fraktilen i denne

fordeling. Ved et signifikansniveau 5% fas

Ye = X2(2)0.95 = 599
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Hypotesen forkastes altsa pa niveau 5%, idet den observerede testvariabel er
stgrre end den kritiske veerdi. Vi konkluderer derfor, at malingernes kvalitet
er ringere end forventet. Formelt konkluderer vi maske Hy : 0 > 0y = 2, men
reelt er veerdien 119 maske fremkommet ved en grov fejl, og sa er det maske

et andet alternativ, der er gacldende? O

Hvis sma veerdier af W skal betragtes som kritiske, skal det kritiske omrade

konstrueres som et omrade af formen
K, ={w|w < w.},

men ellers er fremgangsmaden analog.
I mange situationer er det naturligt at betragte bade store og sma veerdier

af W som kritiske. Det kritiske omrade skal derfor have formen
K, ={w|w, <w}U{w|w<w.},

sa bade en nedre kritisk verd, w, og en gure kritisk veerd: w,. skal bestemmes.
Det er nu et problem, at der bliver to ubekendte i ligningen , sa den ikke
leengere har en entydig lgsning. Konventionelt veelger man ofte graenserne
symmetrisk, sa de to dele af det kritiske omrade hver har en sandsynlighed
pa «a/2:

Plw, <W)=P(W <w.} = /2,

se illustrationen i Figur [ T det folgende vil vi se, hvorledes testvariable og

kritiske omrader konstrueres i en raekke typiske situationer.

Eksempel 9 T eksemplet fra fgr kan det veere naturligt at udfere testet
tosidigt, svarende til en mere diffus alternativ hypotese Hy : 0 # 0y = 2. Vi
skal s& finde den nedre kritiske veerdi som «/2-fraktilen og den gvre kritiske

vaerdi som (1 — a/2)-fraktilen. Det giver
w, = x*(2)0.025 = 0.0506, W, = x*(2)0.975 = 7.378.

Da vi observerede wgps = 13/2 = 6.5 og denne veerdi ligger i acceptomradet
[0.0506, 7.378], accepterer vi altsa i dette tilfeelde nulhypotesen pa niveau
a = 5%. O
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Kritisk omrade
016 T T T T

0.14

0.12

0.06

0.04

0.02

Figur 4: Kritisk omrade for et tosidigt test. Hver af de to haler i fordelingen
har sandsynlighed «/2.

3.3 Test i en enkelt normalfordelt stikprgve

3.3.1 Test for bestemt varians

Antag at X;,..., X, er en stikprove fra N (u,0?), hvor p og o er ukendte.

Hvis vi gnsker at teste Hy : 0% = 02, hvor o7 er kendt, bruges testvariablen

(n—1)52

Y = 5
a9

[ landmalingens normale sprogbrug benyttes ofte udtrykket a priori spredning
om o og a posteriori spredning om S. Under Hy haves altsé at Y ~ x?(n—1).
Hvis Hu : 0 # of er alternativet, vil bade store og sma veerdier af Y’
veere kritiske, det vil sige, at testet skal veere tosidigt.
Hvis yons er den observerede veerdi, og F,_; er fordelingsfunktionen for

x%(n — 1)-fordelingen, er testets acceptomrade altsa givet ved
[XQ(n - 1)a/27 Xz(n - 1)1705/2]-
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Dette test omtales ofte som y2-test pa grund af testvariablens fordeling. Vi
har allerede set pa eksempler pa dette test ovenfor i eksempel [§ og [9

I forbindelse med en mere generel udjeevning, anvendes y>-testet ogsé, til
et sakaldt “globalt test” (Cederholm 2000), hvor testvariablen er givet som

_drer

7
a3

Y

den skalerede residualkvadratsum. Her er d antallet af overbestemmelser og
testvariablen er ogsa her y2-fordelt med d frihedsgrader.

[ Cederholm (2000) foreslas et tosidigt alternativ, men hvis forméalet pri-
maert er at sikre sig imod grove malefejl, kan det synes mere hensigtsmaessigt
med et ensidigt test, sa kun store veerdier anses for kritiske. Et argumentet
for ogsa at anse sma veerdier for kritiske kunne veere, at en seerlig lille veerdi
af testvariablen tyder pa, at malingerne er udfgrt pa en made, sa deres fejl
er korrelerede, og man ogsa gnsker at kunne afslgre den slags fejl ved hjeelp
af testet.

3.3.2 Test for bestemt middelvaerdi. Kendt varians

Antag X,..., X, er en stikprove fra N'(u,08), hvor p er ukendt og of er
kendt. Vi minder da om, at X er estimatet for u og X ~ N(u,02/n). Hvis

vi gnsker at teste Hy : i = pg, hvor g er kendt, bruges testvariablen

U — V(X — po)

00

Under Hy ses let at U ~ N(0,1) (heraf navnet U-fordeling), og hvis H 4 :
1 # 1o er alternativet, vil bade store og sma veerdier af U veere kritiske, det vil

sige, at testet skal veere tosidigt. Med andre ord bliver testets acceptomrade:

[Ua/m U1—a/2]-
Testet omtales normalt som wu-test.

Eksempel 10 I vores standardeksempel med malinger 119,112,114 kunne

vi veere interesseret i at undersgge, om hgjden overholder en specifikation pa
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111 mm, altsa i nulhypotesen Hj : u = 111, og vi har et tosidigt alternativ
Hy:p# 111,
Hvis man kan stole pa a priori spredningen oy = 2, anvendes u-test. Den
tilhgrende testvariabel fas til
Y — 111 115 — 111
V3T

X
U= \/ET; Uobs =

= 3.464.

Ved et signifikansniveau pa 5% findes den nedre og gvre kritiske veerdi til at
veere hhv. —1.96 og 1.96. Da den observerede veerdi er klart stgrre end den
gvre kritiske greense, kan hypotesen ikke opretholdes med det givne signifi-

kansniveau. O

3.3.3 Test for bestemt middelvaerdi. Ukendt varians

Vi betragter stadig situationen, hvor vi har en stikprgve xq,...,z, af nor-
malfordelte observationer og gnsker at teste hypotesen Hy : u = po mod
alternativet Hy : p # po.
Hvis vi ikke kan stole pa a priori spredningen anvendes i stedet a posteriori
spredningen og testvariablen
V(X — o)

7=y R
S

Da denne er t-fordelt med d = n—1 frihedsgrader bliver testets acceptomrade

nu i stedet
[t(n — 1)&/27 t(n — 1)1—a/2]-

Dette test omtales ogsa som et t-test.

Eksempel 11 Hvis vii vores eksempel ikke tror pa a priori spredningen g =
2, anvender vi a posteriori spredningen og t-fordelingen: Vi far sa veerdien af

vores testvariabel til

115 — 111
tops = V33— =1.922.

3.606

X — 111
T=\n—;
S

Testets acceptomrade er givet som
[t(2)0.025, t(2)0.975] = [—4.3027,4.3027].
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Da den observerede veerdi af testvariablen ligger i acceptomradet, godkender
vi her nulhypotesen pa niveau 5%. Bemeerk, at konklusionen er den stik
modsatte af, hvad vi kom frem til i det tilfeelde, hvor vi brugte a priori
variansen i eksempel [10] O

3.4 Test i to eller flere normalfordelte stikprgver

3.4.1 Sammenligning af to varianser

Det kan ofte veere relevant at sammenligne to uathesengige maleserier for at
undersgge, om de to maleserier er udfgrt med samme praecision.

Vi antager, at vi fra udjeevning af to uathsengige maleserier har fundet a
posteriori spredninger s; og s som er baseret pa hhv. d; og do overbestem-
melser. Idet vi lader o; og o9 betegne de teoretiske spredninger hgrende til
de to maleserier, gnsker vi nu at undersgge hypotesen Hy : 0, = 02 om, at
de to maleserier er udfgrt med samme ngjagtighed.

Som testvariabel anvender vi forholdet mellem a posteriori varianserne
vV =2S8;/5;.

Under antagelse af nulhypotesen er dette forhold F-fordelt med (dy, ds) fri-
hedsgrader, se afsnit [1.4.3]
Hvis alternativet blot er H4 : 01 # 03, anvendes et tosidigt test, og med

et signifikansniveau « bliver testets acceptomrade

(., Te] = [U(dhd2)a/2,U(d17d2)1—a/z],

hvor v(dy, ds)s betegner f-fraktilen i F-fordelingen med (d;,ds) frihedsgra-
der.
Dette test omtales normalt som et F-test, pa grund af testvariablens

fordeling.

Eksempel 12 Vi ser igen pa vores maleserie 119,112, 114, men gnsker nu at
sammenligne den med en maleserie lavet pa et tidligere tidspunkt, hvor resul-
taterne blev 110,112,109, 114. Er disse to maleserier foretaget med samme

praecision?
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Vores testvariabel V = S?/S2 beregnes til
Vobs = 13/4.9167 = 2.6441,
og med et signifikansniveau pa 5% bliver testets acceptomrade
[(2, 3)0.025,v(2, 3)0.0075] = [0.0255,16.04],

sa det kan ikke dokumenteres, at spredningen er sendret. Bemeerk igen, at
med sa fa overbestemmelser er acceptomradet meget bredt. Vi skal observere
en forggelse af spredningen pa mere end 4 gange (16 gange for variansen) fgr

eendringen bliver signifikant. O

3.4.2 Sammenligning af middelveerdier. Kendte varianser

Vi antager, at vi har to normalfordelte stikprgver Xy,..., X,, og Y7,...,Y,,
hvor X; ~ N (u1,0%) og Y; ~ N (p2,03), hvor spredningerne oy og 02 antages
at veere kendte. Vi gnsker at undersgge, om de to middelveerdier er ens og
vil derfor teste hypotesen Hy : p1 = puo.

Det er naturligt at forsgge at konstruere en testvariabel pa baggrund af
forskellen X — Y péa de to gennemsnit. Under antagelse af, at H, er korrekt,
er X —Y ~ N(0,0%/m + 02/n), sa testvariablen

U= (13)

yoi/m+a3/n

er U-fordelt, og hvis alternativet er tosidigt Hy4 : p1 # ps, er acceptomradet

for et test med signifikansniveau o derfor givet ved [uq /2, U1—q/2]-

Eksempel 13 Vi ser igen pa de to maleserier fra fgr, hvor vi i den ene serie
fik observationerne 119,112,114 og i den anden 110, 112,109, 114. Nu gnsker
vi at undersgge, om middelveerdien af de to serier er ens, enten for at sikre
os, at objektets hgjde ikke er sendret, eller for at sikre, at en af serierne ikke
er behaeftet med systematiske fejl.

Hvis vi antager, at de to spredninger er kendte med hhv. o1 = 3 og 05 = 2,

fas testvariablen til
r—1 115 —111.25

Uobs = =
Voi/m+ao3/n \/9/3+4/4

35

= 1.875.




Ved et signifikansniveau pa o = 5% falder denne veerdi indenfor acceptomré-
det [—1.96,1.96], sa vi godkender hypotesen om, at middelveerdien ikke har
eendret sig. a

3.4.3 Sammenligning af middelveerdier. Ukendt faelles varians

Vi antager, at vi har to normalfordelte stikprgver Xy,..., X,, og Y7,...,Y,,
hvor X; ~ N (p1,0%) og Y; ~ N(us,03), men antager nu, at spredningerne
o1 og oy er ukendte, men at vi til gengeeld kan antage at de er ens. Vores
residualkvadratsummer (m — 1)5% og (n — 1)S3 fra de to stikprgver er x*-
fordelte med hhv. m — 1 og n — 1 frihedsgrader og kan derfor kombineres til
et feelles variansestimat

m—1)S; + (n—1)S3

s
5= m+n—2

Y

hvor s& (m+n—2)5?% er x*>-fordelt med m-+n—2 frihedsgrader. Testvariablen

for hypotesen Hy : 11 = po kan nu konstrueres som

X-Y

b\/l/m—l—l/n7

som er t-fordelt med m + n — 2 frihedsgrader. Hvis alternativet er tosidigt

T —

Hy @ py # po, er acceptomradet for et test med signifikansniveau o derfor
givet ved [t(m +n —2)q 2, t(m +n — 2)1_q/2].

Eksempel 14 Vi ser igen pa de to maleserier fra fgr, hvor vi i den ene
serie fik observationerne 119,112,114 og i den anden 110,112,109, 114, men
antager nu at to spredninger er ukendte men ens. Det felles variansestimat
bliver

s = (2 x 13+ 3 x 4.9167)/5 = 8.15,

sa s = 1/8.15 = 2.855 og testvariablen derfor bliver
T—q 115 —-111.25

tobs = =
sy/1/m+1/n  2.855,/1/3+1/4

Ved et signifikansniveau pa o = 5% falder denne veerdi indenfor acceptomréa-

= 1.72.

det [—2.57,2.57], sa vi godkender hypotesen om, at middelveerdien ikke har
eendret sig. O
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3.4.4 Sammenligning af middelvaerdier. Ukendte varianser

Hvis varianserne ikke er ens, optraeder der et sakaldt Behrens—Fisher problem,
idet man ikke kan lave et test med et fast, veldefineret signifikansniveau. I

praksis kan man derimod godt anvende testvariablen
X-Y
JS2/m+ S3/n’

som er konstrueret udfra ved at erstatte de teoretiske varianser med de

7 —

empiriske.
Fordelingen af Z kan ikke beregnes explicit, men Z kan dog approximativt

antages at vaere t-fordelt med ¢ frihedsgrader, hvor ¢ skal bestemmes som

q=1/{a*/(m—=1)+ (1 —a)*/(n - 1)},
hvor
Y s?/m
Tfm -+ shn

Eksempel 15 Vi ser pa maleserierne 119,112,114 og 110, 112, 109, 114; men
antager nu at to spredninger er helt ukendte. Testvariablen bliver

T— 115 —111.25
Vst/m+s3/n (/133 +4.9167/4

= 1.59.

Zobs =

Frihedsgraderne for den t-fordeling, vi skal anvende, beregnes som
a = (13/3)(13/3+4.9167/4) = 0.779, ¢ = 1/(0.779*/2-+0.221?/3) = 3.1279.

Bemaerk, at frihedsgraderne q for ¢-fordelingen ikke er heltallige. Ved et sig-
nifikansniveau pa o = 5% falder den observerede veerdi af testvariablen

Zobs = 1.59 indenfor acceptomradet, som er givet ved
[£(3.1279)0.025, £(3.1279)0.075] = [—3.11, 3.11],

sa vi godkender ogsa her hypotesen om, at middelvaerdien ikke har sendret

sig. O
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3.4.5 Sammenligning af flere varianser

Vi betrager nu den situation, hvor varianser fra flere forskellige maleserier
skal sammenlignes pa en gang.
Vi antager derfor, at s2,...,s2 er uafhsengige a posteriori varianser, det

vil sige, at d;5?/c? ~ x*(d;) for i = 1,..., k. Hvis vi gnsker at teste
Hy:00=--- =0, =0,

hvor ¢ er ukendt, mod det alternativ at mindst to af disse spredninger er

forskellige, bruges testvariablen

k
B=c"'(d logS*> = d; logS?)

=1

hvor log betegner logaritmen med grundtal e,

0g
k
S*=d'y d;S}
i=1
er et estimat for den feelles varians o?.

Fordelingen af B under Hj er sveer at bestemme, men den kan approk-
simeres med en x?(k — 1)-fordeling. Approksimationen er god, hvis d; > 2
for alle « = 1,...,k. Her vil man kun anse store veerdier af B for at veere
kritiske, og derfor bestemmes den gvre kritiske graense for et test med signi-

fikansniveau « som
BC = X2<I{? — 1)1—04'

Approksimationen til B’s fordeling er fundet af den engelske statistiker M.
S. Bartlett i 1937, og testet omtales derfor normalt som Bartlett’s test.

Eksempel 16 Viser igen pa vores maleserier 119,112,114 og 110, 112,109, 114,
men tenker os nu, at vi yderligere har en maleserie 108,110, 112,109, 108. Er

disse tre maleserier udfgrt med samme preecision?
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Vi anvender Bartlett’s test og beregner derfor
1
d=2+34+4=9, c= 1+6(1/2+1/3+1/4_ 1/9) = 1.1620,

og videre
§% = (2 x 1343 x 4.9167 + 4 x 2.8)/9 = 5.7722,

s& den observerede veerdi af testvariablen B bliver
bobs = (910g 5.7722 — 2log 13 — 3log 4.9167 — 410g 2.8)/1.162 = 1.507,

og da den gvre kritiske greense ved et signifikansniveau pa 5% er

x?(2)0.05 = 5.99,

accepteres hypotesen klart pa niveau 5%. Der er altsd ingen grund til at tro,
at maleserierne er udfgrt med forskellig praecision. Men igen ma vi tage det
forbehold, at der er meget fa overbestemmelser, sa forskellene i preecision skal

vaere meget markante for at vi kan identificere dem. O

3.5 Test og konfidensintervaller

Der er en snaever forbindelse mellem konstruktion af test og konstruktion af
konfidensintervaller. Faktisk geelder det som regel, at man udfra et test med
signifikansniveau « pa naturlig made kan konstruere et konfidensomrade med
konfidensgrad 1 — « for den ukendte parameter som indgar i testet. Omvendt
kan man udfra et konfidensomrade med konfidensgrad ~ konstruere et test
med signifikansniveau 1 — a.

Forbindelsen er, at en hypotese af formen Hy : 6 = 6, accepteres hvis
og kun hvis veerdien 6, ligger i det observerede konfidensomrade for 6, og
konfidensomradet for 6 bestar af alle de veerdier 6y, hvor hypotesen Hy : 0 =
0y kan accepteres.

Hvis 0 er en endimensional parameter, vil der typisk veere tale om et
konfidensinterval, men hvis 6 er flerdimensional, kan konfidensomradet fa en
anden form. For todimensionale parametre fas for eksempel ofte konfiden-
sellipser, se afsnit 1.2 som netop er konstrueret pa denne made udfra et

tilsvarende test.
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Denne sammenhaeng beror pa, at udgangspunktet i begge tilfeelde er en

pivotal stgrrelse
W = w(Xl, o ,Xn,G),

hvis fordeling ikke afthaenger af den ukendte parameter. Ofte vil denne ligning
kunne lgses med hensyn til 6, sa vi kan skrive

W:w(xl,...,xn,e) — th(xla"'axnaw)7 (14)

hvor h er en voksende funktion af w.
Vi danner nu et test for hypotesen Hj : 6 = 6y med signifikansniveau «

ved at bruge Wy = w(zy, ..., x,,0y) som testvariabel og omradet
Ay = [wy,wy]
som acceptomrade, hvor greenserne (wy, ws) er valgt sa
Pw; < w(Xy,...,Xp,0) <wy) =7=1-a. (15)

Tilsvarende bliver konfidensintervallet for § dannet ved at anvende ((14))
til at isolere 6 i uligheden , sa vi far

P(h(Xy,..., X,w) <0 < h(Xy,...,X,,w)) =7,
og dermed far at intervallet

[C1, Cs) = [h( Xy, ..., Xp,wy), < h(Xy, ..., X, w)]
netop har konfidensgrad v =1 — a.

Eksempel 17 Betragt igen observationerne 119,112,114 og hypotesen Hj :
= po = 111 i tilfeeldet, hvor spredningen o antages ukendt.
Den pivotale stgrrelse, som bruges bade til konfidensinterval og test er

her

p—115
3.61 °

Denne er t-fordelt med 2 frihedsgrader, altsa athaenger fordelingen ikke af de

T:\/ﬁ“;X:\@ (16)

ukendte parametre p og o. Vi far sa greenserne (t1,ty) som
(t(2)0.025, t(2) =0.975) = (—4.30,4.30).
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Dette bliver sa acceptomrade for testet med testvariabel

115 — po 4
T=v3— " =3~ =192
V3 3.61 \/—3.61

Lgser vi ligningen med hensyn til p fas
[=Z+ts/\/n=115+1tx 3.61/V/3,
sa det tilsvarende konfidensinterval bliver
115 £4.30 x 3.61 = 115 £ 8.97.

Vi ser, at testvariablen ligger i acceptomradet og tilsvarende, at den veerdi

af 1o, som vi tester — 111 — ligger i konfidensintervallet. O

3.6 Styrkefunktion

Vi har i en raekke eksempler ovenfor bemeerket, at en hypotese, som ikke
kunne forkastes ved et statistisk test, maske alligevel kunne veere tvivlsom,
men at vi ikke havde tilstreekkeligt mange eller tilstrackkeligt ngjagtige ob-
servationer til at forkaste hypotesen pa det givne signifikansniveau.

Dette problem kan belyses yderligere ved at undersgge testets styrke, et
begreb, som vi skal forklare nsermere nedenfor. Vi har tidligere nsevnt, at
hvis man forkaster en hypotese Hy, som er sand, begar man en fejl af type 1.
Men man kan naturligvis ogsa lave en anden slags fejl. Hvis man godkender
en forkert hypotese, siger vi, at man begar en fejl af type II.

Ved et test pa signifikansniveau « er sandsynligheden for at bega fejl af

type I lig med a. Det kritiske omrade K, er jo bestemt sa der gaelder
PW e K, | Hy) = a,

hvor W er den anvendte testvariabel, og man begar netop en fejl af type I
hvis Hy er sand og W € K.

Tilsvarende begar vi en fejl at type II hvis Hy er forkert og W ¢ K. Et
test har stor styrke, hvis sandsynligheden for at bega fejl af type II er lille.
Styrken betegnes ofte med (:

B=PWeK,|Ha),
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og sandsynligheden for at bega type II fejl er sa 1 — 3.

Typisk vil g afhenge af storrelsen pa afvigelsen fra Hy og derfor er ud-
trykket ovenfor ikke umiddelbart veldefineret.

Ofte findes en parameter §, som angiver afvigelsens stgrrelse og derved

bestemmer styrken. Funktionen (3()
B(6) = P(W € Ko | HA(0)),

hvor H4(d) preeciserer alternativet H4 ngjere, kaldes da styrkefunktionen.
Idet vi som regel veelger ¢ saledes, at H4(0) = Hy, har vi nu, at styrke og

signifikansniveau er relateret ved

a=p(0) = P(W € K| Hy(0)) = P(W € K., | Hp).

Eksempel 18 Vi har hgjdemalinger 119,112,114 og antager nu, at spred-
ningen vides at veere 0 = 3 og gnsker at teste, om det kan antages at © = 111.
Et test pa signifikansniveau 1% fas ved at forkaste, nar z(= 115) ikke

ligger i intervallet

[111 — Up.995 * 3/\/3, 111 + Up.995 * 3/\/3] =
[111 — 2.576 % 3/+/3,111 + 2.57632/+/3] = [106.54, 115.46].

Vi accepterer altsd hypotesen pa niveau 1%.
Men hvor stor en afvigelse fra u = 111 skal der egentlig til, for at vi kan
regne med at afslgre den pa dette signifikansniveau med kun tre observationer

og 0 = 37 Vi beregner styrken for = 111 + ¢ til

B(0) = 1—P(106.54 < X <115.46 | h = 111 +6)

g (115.46— 111 —5) o (106.54— 111 —5)

3,/1/3 3,/1/3
= 1-®((4.46—0)/V3) + @ ((—4.46 — 9)/V3) .

Denne styrkefunktion er afbildet i Figur [5] Vi ser pa figuren, at med kun tre
malinger og den angivne spredning pa o = 3, skal afvigelsen veere omkring

7mm for at man kan opdage den med 95% sandsynlighed. O
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Styrkefunktion for u-test ved 3 malinger med spredning 3

Afvigelse 5

Figur 5: Styrkefunktionen ved tre hgjdemalinger med spredning ¢ = 3 og et
signifikansniveau pa 1%.

3.6.1 Styrkefunktionen for y?-fordelte testvariable

Vi teenker os en testvariabel af typen

r Cr

Y = 5
09

Y

for eksempel anvendt i forbindelse med et globalt test. Med d overbestem-
melser er denne y2-fordelt med d frihedsgrader. I et test for hypotesen Hj :
E(R) = 0 er det kritiske omrade af formen y,ps > yo = x*(d)1_q, 0g testets

styrkefunktion er givet ved sandsynligheden for at forkaste hypotesen

B(&) = PAY > yo | E(R) = &}

Som vi ser, afheenger styrken af testet umiddelbart af hele middelveerdi-

vektoren £ for den alternative hypotese.
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[ dette tilfzelde kan det dog vises, at x*-testets styrke 5(¢) kun afhsenger

af afvigelsens leengde 9, malt med veegtmatricen:
§=¢T0¢

idet Y, nar € # 0, folger en ikke-central x?-fordeling med d frihedsgrader og
ikke-centralitetsparameter 6.

Teethedsfunktionen for denne fordelingen er givet som

o—0/287 e—y/2yd/2+j—1

2141 24241 (4 4 )’

flyld:5) =3

Fordelingen er nermere beskrevet side 53-57 i Pearson and Hartley (1972)
og tabelleret side 232-250 i samme reference. Den findes ogsa som standard-
funktion i en del statistisk software, men den er ikke sa almindelig som de

andre funktioner, vi ellers har stgdt pa.

Eksempel 19 Vi vender tilbage til vores eksempel, hvor vi har malinger
119,112,114 malt med en spredning pa oy = 3 og mistenker den fgrste
observation for at veere en grov fejl. I dette eksempel er altsa & = (A, 0,0) og
derfor er § = A?/9. Den tilsvarende styrkefunktion er afbildet i Figur @ a

Man kan i almindelighed spgrge, hvor stor £ skal veere, for at man kan
opdage £ # 0 med en given sandsynlighed? Svaret kommer an pa £’s retning.
Lad ey, veere egenvektoren (normeret) for veegtmatricen C' svarende til C” s
mindste egenvaerdi Yyi,. Da er § = ¢ C¢ minimal, hvis § har samme retning

SOm ey, altsa hvis € = peni,. Sa fas nemlig
T
0= pemincpemin = pQH‘emin‘ ‘27min = p27min'

Ved at finde § sa
P{Y <yo|d} =1~ po,

fas at det svarer til p = §/\/Ymim. Altsd, jo mindre v, er, jo stgrre skal

afvigelsen p veere, for at blive opdaget.

44



Styrkefunktion for globalt tes
1 T T

0 I 1
0 5 10 15

%, starrelse af grov fejl

Figur 6: Styrkefunktionen for et globalt test med tre frihedsgrader. Styrken
angiver sandsynligheden for at opdage en enkelt grov fejl af storrelse .

3.6.2 Tolerance

Styrkefunktioner er isser anvendelige i forbindelse med planleegning af male-
procedurer.

Som et eksempel pa dette vil nu se pa, hvorledes man kan sikre, at et
givet objekt overholder en bestemt teknisk specifikation i et simpelt eksempel.
Naermere betegnet gnsker vi at sikre, at objektet har en leengde pa pg, med
en specificeret tolerance pa 7. Med andre ord, skal vi garantere, at leengden
af objektet ligger i intervallet [pg — 7, o + 7).

Vi antager, at vi kan foretage n malinger med en individuel spredning
pa 0. Vi afpraever om objektet overholder specifikationerne ved at udfore
et u-test for hypotesen Hy : u = po. Da vi ikke gnsker at kassere for mange
objekter uden grund, gnsker vi at holde sandsynligheden for fejl af type I

nede, og anvender et lavt signifikansniveau «. Men hvor mange malinger skal

45



vi sa udfgre for at sikre, at vores objekter overholder specifikationerne med
den givne tolerance?

Ved kendt o( skal vi med andre ord sikre, at vi ved n malinger har en
tilstreckkelig stor styrke (3,,(9) for 6 = 7. Vi har

Bu(0) = 1-@ (MO + 110200y 1/n = 1o — 5)
O'O\/l/in
(ILLO - Ulfa/QO'Q\/l/in — o — 5)
+P
0'0\/1/771
= 1-® (Ul—a/2 - 5;{?) + @ (ua/2 — M) )

0o

Hvis vi fastleegger, at styrken (1) skal veere mindst [y, skal vi altsa lgse

ligningen

Go=1—® <u1a/2 — Tﬁ) + @ (ua/g — Tﬁ) , (17)

go o)
med hensyn til n. Dette kan nemt ggres numerisk.

Eksempel 20 Vi ser igen pa vores hgjdemalinger, som er foretaget med
kendt varians o = 3. Vi gnsker at garantere at 110 < p < 112 pa baggrund
af en kontrolprocedure, hvor vi tester Hy : ;4 = 111 med signifikansniveau
a=1%.

Som tidligere beregnet, ser det ikke godt ud med kun 3 malinger. Testet
er alt for svagt og der ma flere malinger til. Vi gnsker at sikre en styrke pa
mindst Fy = 99% i endepunkterne af toleranceintervallet.

Hvis a = 1% kan ligningen omskrives til

Bu(1) =099 = 1-@ (2576 — /n/3) + & (~2.576 — /n/3).

Pa Figur (7| er hgjresiden afbildet som funktion af antal observationer n.
Vi kan derefter aflaese grafisk, at vi skal bruge omkring n = 220 malinger
foretaget med den givne spredning. Det er mange, men spredningen er jo

ogsa tre gange sa stor som tolerancen. O
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Planlegning af antal malinger ved u-test

094 L I L 1 L L 1 L
160 170 180 190 200 210 220 230 240 250
Antal observationer

Figur 7: Styrken for et u-test med spredning 3 som funktion af antal obser-
vationer.

4 Den todimensionale normalfordeling

Et par af stokastiske variable (X,Y’) siges at have en todimensional nor-
malfordeling med parametre (ju1,0%, ji2, 03, p), hvis teethedsfunktionen har

fglgende udseende

1
f(X,Y) = 27m102\/1_7p2 exp{—Q(z,y)/2}, (18)

hvor Q(z,y) er det kvadratiske udtryk

o= {5 () (5 () )

Man kan sa vise, at der geelder

EX = 1, EY = py, Var(X) = o7, V(Y) = 03, Cov(X,Y) = poy02,

47



sa p angiver korrelationen mellem X og Y

. Cov(X,Y)
\/Var(X)Var(Y)

Matricen

O'% 0102p0

> =
0102p O'%

kaldes kovariansmatricen for (X,Y’), mens

H1
M2

,LL:

kaldes middelverdivektoren for (X,Y). I det folgende vil (X,Y) ~ Na(u, X)
betegne, at (X,Y’) har en todimensional normalfordeling med middelveerdi-
vektor p og kovariansmatrix .

4.1 Konturellipser

Niveaukurverne for teethedsfunktionen for den todimensionale normalforde-
ling er ellipseformede og betegnes derfor konturellipser. De er givet ved lig-

ningen

1 : {(:ﬁ —M1)2 _ 9 (901 —#1) (5[72 —,UQ) n (:L‘Q —M2)2} _ 2 (19)
1—p o1 01 02 02

Hvis vi skriver denne ligning pa matrixform, far vi

(z—p) "2z — p)

hvor M T er den transponerede til matricen M, z = (x1,22)", g = (u1, p2) "
0g

0'% pPO102

Y =

2
pPO102 o5

Ellipserne har alle centrum i p og de er stgrre, jo stgrre c er.
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Som det kan beregnes ud fra formlerne i kap. 8.6 i Thomas and Finney
(1987) og angivet i Hald (1948) formel (17.57), angiver en ellipse, hvor

den ene akses haeldning o med 1.-aksens retning er givet ved ligningen

2p0109
tan2a = 5 9
01 — 03

hvis 07 # 02 og ellers er a = /4. Excentriciteten af ellipsen er uafheengig af
¢? og bestemt ved e = /a2 — b2 /a, hvor a og b er laeengden af de to hovedakser,
se Thomas and Finney (1987), kap. 8.4. Disse er ifplge Hald (1948) (17.62)
og (17.63), givet ved ligningerne

(a+b)? = 0l +03+20100/1 — p?
(a—b)* = o0} +0;—20102\/1 — p2

Hvis alle parametre undtagen p fastholdes, medens denne varieres, fas
en skare ellipser, som alle har samme omskrevne rektangel, men hvor store
numeriske veerdier af p svarer til meget smalle ellipser, se Fig. 17.4 i Hald
(1948). Forholdet mellem siderne i dette rektangel er o1 /0.

Det er let at beregne, hvor stor en del af sandsynlighedsmassen, der ligger
inden i denne ellipse, for venstresiden af folger en y2-fordeling med 2
frihedsgrader. En sadan har tethed

fly)=e?/2, y>0,

sd vi far

2 2

pe = Fo(c?) :/C f(y)dy:/C e V2 /2dy =1— e/
0 0

Onsker vi en konturellipse, som omfatter 95% sandsynlighedsmassen, skal ¢?

derfor bestemmes som
2 = —2log .05 = 5.991.

Dette kunne naturligvis ogsa have veeret fundet ved at sla op i en tabel over

x?-fordelingen.
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4.2 Konfidensellipser og test

En 95% konturellipse indeholder 95% af sandsynlighedsmassen. I modsaetning
hertil er en 95% konfidensellipse et “ellipseformet estimat” af den ukendte
middelveerdivektor u, som har 95% sandsynlighed for at omfatte den sande
veerdi. Konturellipsen har centrum i den ‘sande’ veerdi p, medens konfiden-
sellipserne har centrum i den estimerede veerdi /.
Antag nu at (X;,Y;) ~ Nao(p, X) for i = 1,...,n er uatheengige. Estimatet
for p er givet ved
X X
p=1 _
Y
Man kan vise at i ~ Na(p, X/n).
Konfidensellipser konstrueres som regel ud fra statistiske test pa en made,
som er analog til konfidensintervaller. Vi ser saledes pa test for hypotesen

Hy : o= pg. Vi har nu en reekke forskellige tilfaelde.

4.2.1 Kovariansmatrix kendt

Antag at vi har en stikprgve som ovenfor af stgrrelse n fra en todimensional
normalfordeling med middelveerdivektor u = (1, u2)" og kendt kovarians-

matrix X = Y. Betragt sa hypotesen

Ho : pp= po,

hvor g er en kendt vektor. En rimelig testvariabel for Hy mod Hy4 : p # po

er givet ved
X2 = n(f—po) g (i1 — o)
= pu(m — M01)2 + paa(fiz — M02)2 + 2p12(fi1 — fo1)(fl2 — fHoz)

hvor P = X5 er veegtmatricen og store veerdier af X? er kritiske. Endvidere
kan man vise at

X2~ x2(2).

Det vil sige, at det kritiske omrade er givet ved
K, ={z|2* > x*(2)1_a}.
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Vil man fastleegge (1 — «)-konfidensellipsen, er denne saledes givet ved de

io’er, som opfylder uligheden

n(iv = p0) "X (i = o) < X3 (21w

hvor x?(2);1_q er 1 — « fraktilen i x2-fordelingen med 2 frihedsgrader, eller
simplere

n(jii = po) ' Xg (it — o) < —2logav.
Her har vi benyttet, at y2-fordelingen med 2 frihedsgrader er en eksponenti-

alfordeling og fordelingsfunktionen derfor kan udtrykkes explicit ved ekspo-

nentialfunktionen.

4.2.2 Kovariansmatrix ukendt

Hvis kovariansmatricen ¥ er ukendt, er estimatet for denne givet ved

S% Su
S _ x Y
Szy  So
Betragt som ovenfor hypotesen
HO - U= Mo,

hvor g er en kendt vektor. Idet S~! betegner den inverse matrix til S, er en

rimelig testvariabel givet ved
T? = (= po) 'S~ (@t — po)-

Testvariablen maler den veegtede kvadratiske afvigelse mellem [i og g, og
derfor er store veerdier af T kritiske. Man kan vise, at 7% ~ F(2,n — 2), det

vil sige, at det kritiske omrade er er givet ved
{2 >v3(2,n — 2)1_4} (20)

hvor v?(dy, dp)., er y-fraktilen i F'(2,n — 2)-fordelingen.
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Dette test er indfgrt af den amerikanske statistiker Harold Hotelling og er
kendt som Hotelling’s T?. Testet er en generalisering af det tilsvarende test

i den endimensionale normalfordeling, se afsnit [3.3.3] hvor testvariablen var

Vn(Z — po)

S

t= ~t(n—1).

Kvadreres denne storrelse, ses at store veerdier af t2 = n(z—pug)?/s* er kritiske

og t? ~ F(1,n — 1), jvf. afsnit
For at finde konfidensellipsen, skal vi bestemme de pg-er, for hvilke hy-
potesen p = pip accepteres pa niveau «. Pa denne made defineres et (1 — a)-

konfidensomrade. Med andre ord bestemmes ellipsen som

N Ta-l/n - —1
— — < -7 — X
(A= po) S (fr = fig) < nn—2)" (2,n —2)1-q

4.3 Relative konfidensellipser

Antag at et punkt i planen koordineres til 2 forskellige tidspunkter, og der

haves estimater for punktkoordinater til tidspunkt ¢:
i~ Nz(,uu Yoi/ni), i=1,2

hvor disse er uathsengige. Kovariansmatricen >q; for [i; antages for eksempel
bestemt ved udjaevning af et net af malinger, hvori punktet er indgaet.

Test for p; = po baseres pa
d=fi — fiz ~ Na(6,%o1/m1 + Soz/no)
d.v.s. vi far testvariablen

X2 = cZ(ZOl/nl + Zog/ng)_l(j—r

som skal vurderes i en x?(2)-fordeling. Derfor er (1 — a)-konfidensellipsen for

differensvektoren § bestemt ved

(5 — Ci)(Z()l/’l'Ll + Zog/ng)_l((s — CZ)T = X2(2>1—a S -2 10g0é
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og kaldes den relative fejlellipsdf]. Den angiver altsa et elliptisk estimat for
deformationen af det pagseldende punkt.
Det er noget mere indviklet at diskutere relative konfidensellipser, hvis

kovariansmatricerne ikke kan antages kendte.

5 Den flerdimensionale normalfordeling

Lad X,..., X, vere stokastiske variable og betragt den stokastiske vektor
X = (X1,...,X,)". Vi regner med sgjlevektorer og ' angiver som tidligere

transponering, det vil sige at

Lad a = (ay,...,a,)" € R™ betegne en vektor i R". Vi siger da, at X har
en n-dimensional normalfordeling, hvis der for alle vektorer a € R™ geaelder
at

a-X=u X1+ -+ a, X,

er normalfordelt.

Vektoren E(X) = pu = (pt1,...,ptn) ", hvor p; = E(X;) for i = 1,...,n,
kaldes for middelverdivektoren og matricen ¥ = {0;}7',—; med elementer
oij = Cov(X;, X;), kaldes kovariansmatricen. Hvis ¥ har en invers, det vil
sige at det(X) # 0, kaldes denne vegtmatricen og betegnes ofte med P = ¥71.
I sa tilfeelde har fordelingen teetthedsfunktion

f(xy, ..., z,) = det(P)(2m) ™2 exp {—(x —p) Pz — u)/2} :

Alt i alt siges X at have en n-dimensional normalfordeling med middel-

veerdivektor p og kovariansmatrix Y, hvilket ogsa betegnes

X ~ N,(p1, X).

!Dette stemmer ifglge Kai Borre ikke overens med den i landmalingen geengse betydning
af udtrykket.
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Eksempel 21 Antag at X,..., X, er uafhengige og X; ~ N (p,p;'). Da
geelder, som vi tidligere har omtalt, at a1 X; + - -+ + a,X,, er normalfordelt.
Endvidere er o;; = Cov(X;,X;) = 0 for i # j, og 0;; = Cov(X;, X;) =
Var(X;) = p; .

Det vil altsé sige, at X ~ N, (i, X), hvor ¥ = P~! er en diagonalmatrix,
hvor det i’te element i diagonalen er lig med p; . a

I det folgende vil vi antage at X ~ N, (u, X). Vi ved fra definitionen, at
a- X er normalfordelt for alle a € R™. Vi gnsker at bestemme middelveerdien

og variansen af a - X. Forst beregnes middelveerdien til

E(a-X)=F (Zain) = ZaiE(Xi) = Zaim =a- .
i=1 i=1 i=1
For variansen fas, idet a - 1 blot er en konstant,
Var(a-X) = Var(a-X —a-p)=Var{a- (X —pu)}
= Bla-(X = p?} = [E{a- (X — )}’

= E{ a;(X; —Mi)iaj(Xj —Nj)} -0

- 3

-y

i=1 7

M:

1

<.
Il

M:

a;a; B {(Xi — ) (X5 — py)}

1

=

M:

a;a;0;5 = a' Ya.

-
Il
—

Overvejelserne ovenfor kan formelt sammenfattes som
X ~Ny(1,Y) <= a-X ~N(a-p,a'Sa) for alle a € R™. (21)

Den flerdimensionale normalfordeling har fglgende psene egenskab. Lad

A vaere en m X n matrix og n € R™ en m-vektor. Hvis X ~ N, (u,X) sa er
Y = AX + 1~ Np(Ap +n, AXAT). (22)

Man viser ved at indse, at Y opfylder , det vil sige, at man for
ethvert b € R™ viser, at

b-Y ~N(b- (Ap+mn),b" AZATD),
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idet man udnytter, at Y = AX + 7, og at X opfylder (21)).

Man kan vise, at hvis ¥ er en kovariansmatrix, sa findes der altid en n xn
matrix A siledes at ¥ = AAT. For eksempel kan A findes ved Cholesky’s
metode, og i sa tilfeelde er A endda en trekantsmatrix. Hvis vi endvidere

antager, at 3 har en invers, det vil sige at det(X) # 0, s har ogsa A en
invers, og det fglger sa af at

Y = AHX — p) ~ N, (0, I,) (23)

hvor I, er diagonalmatricen, hvis diagonalelementer alle er lig med 1. Dette

betyder med andre ord at

Y, ~N(0,1), i=1,...,n
er uafhaengige. Heraf kan sa sluttes, at

YTY =37 ~ ),
i=1
altsd at Y'Y er xy*-fordelt med n frihedsgrader. Danu Y " = (X —pu)T(A™1)T,
ses at
YTY = (X —p)' (A7) A7(x -

= (X —p)"(AAT) (X — p)

= (X =)' (X —p).
Vi har med andre ord vist, at hvis X ~ N, (u, X), s er

(X —p)"S7H(X = p) ~ X*(n). (24)

6 Den generelle udjaevningsmodel

I det folgende antager vi, at kovariansmatricen > = ¥4 er kendt. Dette er
normalt i forbindelse med en udjeevning, hvor ¥, = P er veegtmatricen (der
som oftest er diagonal).

I udjeevningen skal vi fastleegge m ukendte parametre o = (v, ..., )",
(eksempelvis koordinater) pa basis af observationen X = (Xy,..., X,)" (ek-
sempelvis leengde- og vinkelmalinger), hvor vi mé antage at n > m, det vil

sige, at vi har (n — m) overbestemmelser.

95



Generelt vil nettets struktur give anledning til ikke-linesere relationer
EXi:fZ'<Oé1,...,Oém), izl,...,n,
men i praksis erstattes disse af linesere approximationer

EX; = 2o +baar + -+ b, i =1,...m,

hvor
I Ofi(ag, ..., am)
i 3
8aj a=ag
ap = (ap1, - - -, Qo) er en kendt vektor og xg = f(ag) = (o1, - - -, Ton). Idet B

betegner n x m matricen {b;;} (som altsa er kendt), kan dette ogsa udtrykkes
EX =29 + BCY,

hvor x( er en kendt vektor. Vi veelger nu at foretage en nulpunktskorrektion,

sa vi med andre ord antager, at

X — X —19, X ~N,(Ba,%).

6.1 Estimation

Hvordan skal vi estimere a? Man kunne for eksempel veelge det a;, som mini-
merer afstanden mellem X og Ba, hvilket indebeerer, at alle X;’er indgar
med samme vaegt. Dette virker urimeligt, hvis X;’erne har forskellige varian-

ser, idet en observation med lille varians ma indeholde mere information om
parametrene end en observation med stor varians.

Lad derfor Ay veere bestemt ved at Xg = AgA] . Da vi s& har at Ango(Agl)T =
I, folger det at
Y = Ay'X ~ N, (Ay'Ba, I,),

det vil sige, at komponenterne i Y = (Y7,...,Y,)" er uafthzengige, og de har
alle varians 1.
Vi kan nu konstruere et rimeligt estimat for o ved at minimere afstanden
mellem Y = A;'X og Ag'Ba. Denne afstands kvadrat er givet ved
T
145" X — Ag'Bal* = {A;"(X = Ba)} {A;'(X - Ba)}
— (X = Ba)"(47")T 47" (X — Ba)
= (X — Ba)'S;1(X — Ba).
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Dette udtryk minimeres (vaegtede mindste kvadrater) ved at lgse normallig-
ningerne
B'S;'X = (B"S;'B)a,

som har lgsningen
a=(B'S;'B)'BTY X,

Derneest gnsker vi at finde fordelingen af &. Dette gores let ved at observere,
at & blot er X multipliceret med m x n matricen (BT%g'B)"1BTX5. Det
folger sa fra (22)) at

&~ N {a, (BTZng)_l} ,
idet
{(B"S3'B)'BTS5"} 5 {(Bnglj_ff)—lBngl}T = (BnglB)*l.
6.2 Modelkontrol
I det fglgende vil vi betragte hypotesen
Hy: E(X) = Bamod H, : E(X) # Ba.

Dette er relevant for at kontrollere, at X ikke er behaftet med systema-
tiske eller grove fejl.

Som testvariabel vil vi betragte “afstanden” fra X til Ba. Pa samme
made som tidligere kan man argumentere for, at det er rimeligt at betragte

den veegtede afstand, det vil sige at vores testvariabel er givet ved
W = (X - Ba)"S; (X — Ba).

Det er klart, at store veerdier af W er kritiske, og man kan vise, at hvis
Hy er sand, sa geelder at
W~ x*(n —m).

Vi far sdledes et kritisk omrade af formen

Ky ={w|w > x*(n —m)i_}.
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Dette test er ogsa kendt som et globalt test (Cederholm 2000).
Storrelsen y/weps/(n — m) kaldes ogsa spredningen pd vegtenheden og er

standardoutput for udjeevningsprogrammer (forudsat at oy = 1), s& det er
lige ud ad landevejen at bestemme w,ps.

Det er maske pa sin plads at bemserke, at stgrrelsen r = x — Ba ofte
kaldes residualvektoren, og at [Prr] = r' Pr er en ofte anvendt betegnelse
for w, hvor P = 3! er vaegtmatricen. I landmalingslitteraturen har man
traditionelt modsat fortegn pa residualerne i forhold til disse noter.

Hvis man forkaster sin model, har det naturligvis interesse at undersgge,
hvor de signifikante afvigelser er opstaet. En mulig forklaring er systematiske
eller grove fejl pa en eller flere malinger. Dette vil afspejles i, at de tilhgrende
residualer bliver “for store”. Steorrelsen af residualerne vurderes som regel i
forhold til deres spredning.

Hvis modellen er rigtig, kan vi umiddelbart bestemme fordelingen af resi-

dualvektoren R ved at observere at
R=X-Ba=(I,-B(B'S;'B)"'B"Y;))X.
Det folger sa fra og en del matrixmanipulationer, at
R~ N,(0,% — B(B"Y;'B)B"),

og hermed at
Var(R;) = 0 — b] (B"S5'B)™'b;,

hvor

O — Var(XZ) = (Pil)ii
og by,...,b, er de transponerede til reekkerne i B, altsa
BT ={by:by:...:b,}.

Vi kan nu vurdere om et observeret residual r; tilhgrer acceptomradet for

et u-test med signifikansniveau o ved at undersgge om

7]

Var(r;)

< Ur—qy2-
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Det skal understreges, at residualerne er stokastiske aftheengige, hvorfor
ovenstaende kun kan betragtes som en overfladisk indikator for eventuelle
fejlkilder. Eksempelvis kan en grov fejl pa een maling give anledning til at
flere residualer bliver “for store”, og ofte andre residualer end det, hvor fejlen

er placeret.

6.3 Test for o = o

Antag at vi har estimeret « og gerne vil undersgge om o = ag, hvor aq er en
kendt vektor. Dette er eksempelvis problemet ved kontrol af en afssetning.
Vi har altsa at

& ~ Np(a, (BTS'B)™)

og vil teste

Hy:a=aymod Hy : a # «y.

Ved at gennemfore overvejelser (omkring vaegtning) af samme karakter

som i det foregaende, kan man indse, at en fornuftig testvariabel er givet ved
W = (&—ay) B"S;'B(a — ap).
Det folger af at W ~ x%(m), og da store veerdier er kritiske, er det

kritiske omrade bestemt som
Ko =A{w]w > x*(m)1-a}-

I praksis kan w beregnes pa fglgende made. Ved udjsevning bestemmes
stgrrelsen
w, = (r — B&) 'Sy (x — Ba)
det vil sige at “afstanden” mellem observationen og Bd&. Hvis vi endvidere

kender afstanden mellem observationen og Bdy, det vil sige
wy = (x — Bay) 'S5 (z — Bay)
sa er “afstanden” mellem & og ag (eller Ba og Bay) givet ved
w= (& —ag) B"E;'B(& — a) = wy — wy.

Aktuelt kan wy beregnes direkte eller ved at lave en udjeevning, hvor alle

parametre pa forhand er fikserede, det vil sige at at o = ag. Som output fas

spredningen pa vaegtenheden, der vil veere lig med /ws /n.
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6.4 Test for a; = an

I mange situationer er det relevant at undersgge om to middelveaerdivektorer
er ens. Det er for eksempel typisk spgrgsmalet i en deformationsanalyse.
Antag at vi til tidspunkt 1 har estimeret middelveerdivektoren o, eksem-

pelvis koordinater til punkter pa en bro, og at vi har
Qq ~ Nm(ala ¥1).

Formodentlig er ; givet ved ¥y = (B] P.B;)~! hvor B; og P, (jvf. tid-
ligere betragtninger) er stgrrelser, som er karakteristiske for nettet etableret
til tidspunkt 1.

Antag endvidere, at vi til tidspunkt 2 har estimeret koordinaterne til de

samme punkter, det vil sige at
(g ~ Nm(Oéz, 22),

hvor X5 er bestemt via nettet til tidspunkt 2. Det er klart at vi kan antage,
at a1 og &y er uathaengige stokastiske vektorer.
Vi er interesseret i at undersgge om “broen” har flyttet sig, hvilket natur-

ligvis kontrolleres ved at teste hypotesen
Hy:ap = as mod Hy : oy # as.

Som testvariabel vil vi betragte “leengden” af &y — &o. Af det foregaende

fglger, at hvis Hy er sand, da geelder, at
G1 — Qg ~ Ny (0,3 + X9)
og via fas sa, at
W = (61 — Gg) " (B1 4 22) 71 (a1 — G2) ~ x*(m)
det vil sige at er det kritiske omrade bestemt som
Ko = {w]w > *(m)i_a}.

Ved hjelp af et standard udjeevningsprogram, kan man bestemme w pa
fglgende made: Ved udjeevningerne til tidspunkt ¢, ¢« = 1, 2, bestemmes blandt
andet

2

w; = (n; —m)ay,
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hvor n; — m er antallet af overbestemmelser ved den ite udjeevning og 4; er
spredningerne pa veegtenheden. Stgrrelsen w; + wy repraesenterer da afstan-
den mellem vore malinger og modellen, hvor punkternes koordinater ikke er
antaget ens.

Derneest laves en udjeevning, hvor de to net “leegges oven i hinanden”.

Hvis 6149 er spredningen pa vaegtenheden ved denne udjeevning, sa vil
_ ~2
Wity = (N1 + Ny — M)07 4

repraesentere afstanden mellem malingerne og modellen, hvor punkternes ko-
ordinater er antaget ens.
Afstanden mellem modellen med ens punkter og modellen, hvor punkter-

nes koordinater antages forskellige, er nu givet ved
W = Wiy — W1 — Wa.

Hvis vi accepterer oy = g = «, er man ofte interesseret i et estimat for
den feelles veerdi af a; og . Dette opnas ved at finde det o, som minimerer

den totale, vaegtede kvadratsum, givet ved udtrykket
(G — ) 876 — @) + (g — ) 85 (d — a).
Dette giver estimatet
& = (21—1 + 22_1)—1 (Zl_ldl + 22—le> 7
og fordelingen af & bestemmes til at veere

G~ Ny {a, (T + 2;1)_1} .

6.5 Test for flytning

I det fglgende vil vi se pa, hvordan man kan undersgge om et net bestaende af
k punkter har flyttet sig i forhold til nogle givne fikspunkter, uden at nettet
som sadant er blevet deformeret.

Lad &; € R%, i = 1,2,...,k veere de estimerede koordinatpar for de k
punkter efter en udjeevning, det vil sige, at idet &" = (Ay,..., &) ", har vi,

at
& ~ No {, (B"PB) 7'},
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hvor
Ea=a=(a,...,op)".

T veere de k punkters koordinatpar for den eventuelle

Lad ag = (10, - - -, ko)
flytning og antag, at disse er kendte.

En flytning bestar som bekendt af en rotation (1 frihedsgrad) samt en
translation (2 frihedsgrader), hvorfor vi med andre ord har 2k — 3 overbe-

stemmelser. Lad

cos@ siné
U(9) = , 0¢€]0;2m)
—sinf cos®

veere matricen for rotationen og lad m € R? veere translationsvektoren. Vores

hypotese er da, at der findes et par (0, m), s&
U(Q)Oélo +m
Hy: Ea = : = (6, m).
U(0)agg + m

Vi tester mod alternativet, at dette ikke er tilfeeldet, altsa at vi for alle par
(0, m) har
Hy: Ea # a(f,m).

Estimatet (0,7) for (6, m) bestemmes under hypotesen ved at minimere
den veegtede kvadratiske afstand mellem & og (6, m) eller — mere preecist

— ved at minimere
{& —a(0,m)} BTPB{a — (0, m)}.

Testet for Hy udfgres dernsest ved at vurdere om den minimale afstand er for

stor, hvilket indebeerer, at det er kritisk med store veerdier af testvariablen
A~ T ~
W ={a-a(0,m)} B'PB{a-a(l,m)}.

Fordelingen af W er (approximativt) x?(2k—3), det vil sige at det kritiske

omrade er approximativt givet ved

K, ={w|w > x*(2k — 3)1_a}.
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6.5.1 Bestemmelse af W og (6, m)

Ved udjeevningen til bestemmelse af & beregnes spredningen 6¢; pa vaegten-

heden, som repraesenterer “afstanden” mellem vore observationer og &, idet
(n —2k)63, = (v — B&) ' P(x — Ba&).

Da en flytning af nettet (inklusive aksespejling, hvad der naeppe kan veere
aktuelt) netop er karakteriseret ved, at lseengder og vinkler bevares, kan vi
estimere (0, m) ved at lave en udjeevning, hvor vi fastholder en passende del
af nettets vinkler og afstande. Hvis «;q for ¢ = 1,2,..., k repraesenterer de
k punkter, kan man eksempelvis fastholde afstandene mellem oy og ;i1
fori=1,2,...,k — 1 samt vinklerne mellem oy — o;_1 0 0g a0 — i1, for
1=2,...,k—1.

Hvis udjeevningsprogrammet ikke levner muligheder for at fastholde sa-
danne stgrrelser, kan man i stedet indfgre dem som malinger med uendelig
(meget stor) veegt. Man skal dog veere opmeerksom pé, at dette kan give
anledning til numeriske problemer. Spredningen 6¢;,2 pa veegtenheden i for-
bindelse med denne udjsevning repraesenterer da “afstanden” mellem vore

observationer og a6, ), idet
(n—3)6% 5 = {o — Ba(0,m)}' P{z — Ba(d,)} .
Den vaegtede, kvadratiske afstand mellem & og a (6, ) er da
w = {a—a@m) B"PB{a—a(dm)
= (n— 3)6(2)1+2 — (n — 2k)67,.

Estimatet (6, 77) kan bestemmes via de estimerede koordinatpar a(6, ).
Betragtes for eksempel estimaterne ai(é,fn) = U(é)aio +m for i = 1,2 for

de to forste koordinatpar, ses at
a1 (6,1m) — ag(8,7m) = U(0) (10 — avap).

Drejningen kan saledes bestemmes ved at sammenligne denne vektor med
19 — (iag. Nar drejningen er bestemt, ses det umiddelbart, at

A A~

m= ozl(@,m) - U(Q)Oél().
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6.5.2 Styrkefunktionen for flytning af et punkt

Vi betragter to uafhsengige bestemmelser af koordinaterne til et punkt i et

3-dimensionalt system a; og & med
Gy ~ /\/},(Oéi, ),

hvor kovariansmatricerne ¥; antages kendte (bestemt fra GPS-maling, for

eksempel). Som 1 afsnit tester vi for flytning baseret pa teststgrrelsen
W = (G — 1) (51 + ) (a2 — G),

som fglger en y2-fordeling med 3 frihedsgrader, dersom punktet ikke har
flyttet sig.
Testet udferes ved at forkaste, hvis

P(W Z wobs) S Q,

svarende til, at for a = 0.05;0.01 forkastes hypotesen, hvis wqps > 7.81;11.3
hhv.

For at bestemme, hvor store deformationer, der kan opdages ved et sa-
dant test, skal vi beregne, ved en flytning ¢ (altsd as = a3 + §), hvad er
sandsynligheden

B(o) = P(W = wo|9), (25)

hvor wy = 7.81 hhv. 11.3. Hvis 6 = 0, haves at denne er 5% hhv. 1%, men
hvis § # 0 skal den ikke-centrale y?-fordeling tages i brug som beskrevet i
afsnit . Idet vi som der seetter X = 67 (X +X5) 715, er W i almindelighed
ikke-centralt x2-fordelt med 3 frihedsgrader og ikke-centralitetsparameter \.

Idet A = 6 (2;+X,) 716, afhaenger styrkefunktionen 3 af, i hvilken retning
deformationen er sket. I veerste fald er deformationen sket i den retning,
som angives af egenvektoren svarende til den mindste egenveerdi 7, for
veegtmatricen (3 + Xp) 7t

Hvis § = pemin, hvor ey, er en normeret egenvektor, er A = p? /Yy For

eksempel kan man da ved a = 0.05 opdage deformationer af stgrrelse

N = \/pQ/fymin = \/19.262/’Ymin

med 97% sandsynlighed.
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7 Opgaver

Opgave 1 Resultatet X af en afstandsméaling antages N'(u, 0?), hvor u =
30m og o = bem. Find

(a) P(X <30.05);
(b) P(X >29);
(c) P(29.9 < X <30.1)
Opgave 2 Antag at vi har 4 uatheengige malinger af afstanden i opgave [1}
(a) Hvad er sandsynligheden for, at alle méalingerne er over 30m ?
(b) Hvad er sandsynligheden for, at alle malingerne er under 29.9m ?

(c) Hvad er sandsynligheden for, at mindst en méaling er over 30.15m 7

Opgave 3 Simuler en datamatrix med 1000 maleserier pa hver 4 malinger

med fordeling som angivet i opgave [I}
(a) I hvor mange af disse serier er alle malingerne over 30m 7
(b) I hvor mange af disse serier er alle malingerne under 29.9m 7
(c) T hvor mange af disse serier er mindst en maling over 30.15m 7

(d) Sammenlign disse resultater med svarene i opgave

Opgave 4 Antag at vi har foretaget 1000 leengdemalinger som er normal-
fordelt med hver sin middelveerdi og samme spredning o = 5cm.
Hvad er det forventede antal malinger, hvis afvigelse fra middelvaerdien

overstiger
(a) 7.5em 7

(b) 15em ?
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Opgave 5 En mand skyder til mals mod en cirkelformet skydeskive med ra-
dius 1m. Antag, at det ramte punkts afvigelse fra centrum i vandret og lodret
retning er uafhsengige og normalfordelte med middelveerdi 0 og spredning 1.

Hvad er sandsynligheden for, at manden rammer skydeskiven?

Opgave 6 Antag, at a priori variansen i en udjeevning er sat til 1.

(a) Hvis der er 20 frihedsgrader i udjeevningen, hvad er sa sandsynligheden
for, at a posteriori variansen ligger mellem 0.8 og 1.27 Vink: 20 gange

a posteriori variansen er y2-fordelt med 20 frihedsgrader.

(b) Samme spgrgsmal som ovenfor, men med kun 10 frihedsgrader i ud-

jeevningen.

Opgave 7 Lad T vere t-fordelt med 2 frihedsgrader. Hvad er sandsynlighe-
den for, at T er stgrre end 27 Stgrre end 3?7 Hvad ville svarene veere, hvis T’
i stedet var U-fordelt?

Opgave 8 Vis resultaterne (2)) og (7).

Opgave 9 Lad X veere en kontinuert stokastisk variabel, a < 0 og b € R.

(a) Vis at
Fuxa(y) = 1- Fx(a™ (y — b). (26)

(b) Slut heraf, at foxis(y) = a™" fx(a™"(y — b))

(c) Vis udfra dette, at hvis X ~ N (u,0?), da geelder
aX + b~ N(ap+b,a*c?). (27)
Opgave 10 Lad ;= 0,02 =1 og a = —1. Vis ved hjelp af og (27), at
O(x) =1—d(—2x)
det vil sige, vi behgver kun tabellen ®(z) for z > 0.

Opgave 11 Antag at X7,..., X, er uathengige og X; ~ N (1, 0?).
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(a) Vis ved hjeelp af (4]) og (8) at

X1+"‘+XnNN(Nl"‘“""PmaU%"‘"""UZ)

(b) Lad p; = p, 02 = o2 for i = 1,...,n. Slut ved hjelp af (27), at

(2

gennemsnittet X er normalfordelt ~ N (u, 0%/n).

Opgave 12 Fra to forskellige udjeevninger med henholdsvis 8 og 17 over-
bestemmelser fis a posteriori varianser s2 = 16.4 og s3 = 4.1. Derfor vil vi

gerne vide:
(a) Hvad er sandsynligheden for, at s? er mere end 4 gange sa stor som s37?

(b) Hvad er sandsynligheden for, at den stgrste af sidanne to a posteriori

varianser er mere end 4 gange sa stor som den mindste?

Opgave 13 En udjevning har givet en a posteriori spredning pa s = 2.7.
Beregn 95% konfidensintervaller for den sande veerdi af spredningen i tilfselde

af at udjeevningen er udfert med
(a) 10 overbestemmelser
(b) 20 overbestemmelser

(c) 100 overbestemmelser.

Opgave 14 En hgjdeforskel mellem to punkter er malt 9 gange med folgende

resultater, angivet i mm:
110,109, 110,108,111,112,109, 111, 112.

(a) Bestem et 95% konfidensinterval for hgjdeforskellen under antagelse af,

at variansen er kendt og lig med a priori variansen 1.

(b) Bestem et 95% konfidensinterval for hgjdeforskellen baseret pa a po-

steriori variansen.

(c) Bestem et 95% konfidensinterval for den ukendte spredning.
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Opgave 15 Der er foretaget 15 afleesninger pa et stadie med et preaecisionsni-
vellerinstrument. Aflaesningerne, der formodes at veere en tilfeeldig stikprgve

fra en normal population, er, angivet i mm:

1412.80 1412.85 1412.87
1413.09 141250 1412.80
1412.86 1412.84 1412.66
1412.80 1412.84 1412.84
141278 1413.02 1412.72

(a) Angiv 95% og 99% konfidensintervaller for malingens sande veerdi.

(b) Angiv 50% og 95% konfidensintervaller for maleusikkerheden.
Undersgg folgende hypoteser:

(¢) Ho:p=1413.00mm mod H; : p # 1413.00mm.
(d) Ho:p=1412.75mm mod H; : pu # 1412.75mm.
(e) Hp:o =0.08mm mod H; : o # 0.08mm.

(f) Ho: o = 0.20mm mod H; : o # 0.20mm.

Opgave 16 De nedenfor gengivne 2 malersckker angiver de afvigelser, der
fremkom ved 25 gentagne malinger af vinklen 0 gon. En teodolit blev gang pa
gang indstillet i en retning, der var bestemt af en kollimator. Horisontalkred-
sen er afleest for hver indstilling. Forskellen mellem to pa hinanden fglgende

aflaesninger er da den observerede fejl pa vinkelmalingen.
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raeckke 1 rackke 2 | rackke 1 rackke 2
—13.5 +13.5 +0.5 +8.0
—-2.0 —12.5 +14.5 +5.0
—6.0 +5.0 —-1.0 —5.0
-3.0 -9.0 —-3.5 +8.0
—12.5 —8.0 —-1.0 -3.0
+2.0 +6.0 +4.0 —-9.5
+13.5 —4.5 +10.0 +11.5
+2.5 —12.0 +7.5 +12.5
+5.0 +6.0 —7.5 —5.5
+3.5 —4.5 +1.0 —-1.5
—12.0 —7.0 —4.0 +2.5
+5.0 —4.0 +1.5 —7.0
+2.5 +3.5

(a) Udregn gennemsnit og spredning for hver méaleraekke.

(b) Er middelveerdien nul eller er malingerne behsaeftet med systematiske
fejl?

(c) Har de to malersekker samme varians?

(d) Har de to méalersekker samme middelveerdi?

Hvis der er svaret bekraeftende pa de to sidste spgrgsmal, kan vi betragte

tallene som hidrgrende fra en og samme maleraekke. Vi kan derfor igen spgrge:

(e) Er middelveerdien nul eller er malingerne behaeftet med systematiske
fejl?

(f) Beregn et 90% konfidensinterval for den eventuelle systematiske fejl.

Opgave 17 Vi betragter situationen i opgave [16, men antager igvrigt at
spredningen o pa afvigelsen mellem to pa hinanden fglgende vinkelmalinger

er kendt og lig med 7.5 gon.
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(a) Bestem teststorrelse og acceptomrade ved test pa niveau 5% for, om
malingerne er behaeftet med systematiske fejl. Maleraekken har 50 ob-

servationer.
(b) Beregn styrkefunktionen for ovennaevnte test.

(c) Hvor mange malinger skal man udfgre for at kunne afslgre en systema-
tisk fejl af stgrrelse 1 gon med en sikkerhed pa 90%?

Opgave 18 En afstand er malt 10 gange. Alle malinger er uatheengige og har
samme varians. A priori spredningen pa hver maling vides at veere 0.025m.

Man fik fglgende veerdier, angivet i meter:

307.5632  307.500 307.474 307.549 307.490
307.527 307.556 307.502 307.489 307.514

(a) Find gennemsnit for denne méaleraekke.
(b) Konstruer 50% og 95% konfidensintervaller for afstanden.
(c) Beregn a posteriori spredningen for méalerackken.

(d) Er der overensstemmelse mellem a posteriori spredningen og a priori

spredningen?

(d) Hvis spredningen pa de enkelte méalinger ikke kan antages kendt, bestem
da 50% og 95% konfidensintervaller for den ukendte spredning under

den forudseetning, at malingerne er normalfordelte.

Opgave 19 I Aalborg-omradet er der malt en del afstande til kontrol af de
fra foto- og landmalingen afledte afstande. Pa grundlag af 36 dobbeltbestem-
melser af afstande blev spredningen for de fotomalte afstande beregnet til
s = 4.7cm. Landmalingsresultaterne er opdelt i perioden indtil 1966 og efter
1966, idet EDM blev almindeligt anvendt fra dette tidspunkt.
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Periode Malegruppe nr. | Frihedsgrader | Spredning (cm)
for 1966 1 145 11.0
for 1966 2 142 10.0
efter 1966 3 71 6.1
efter 1966 4 69 4.7

Giver disse resultater grundlag for at formode, at fotomaling er mere ngjagtig

end landmaling?

Opgave 20 Resultaterne af satsudjeevninger foretaget i 7 forskellige opstil-

lingspunkter gengives nedenfor

St. nr. | # Retninger | # Satser Frihedsgrader Retningsspredning
ny ki fi=(ni —1)(ki — 1) 7; (mgon)
1 4 3 6 2.02
2 4 3 6 2.57
3 3 4 6 1.83
4 5 3 8 2.45
5 6 3 10 4.10
6 4 3 6 1.50
7 4 3 6 1.64

Undersgg ved hjeelp af Bartlett’s test om de enkelte 77 kun adskiller sig ved
fejl af tilfeeldig natur eller om der virkelig foreligger signifikante forskelle.

Nulhypotesen for dette test er:
Hy:mi=70 = =10 =71%
Hvorledes sendres testet, hvis resultaterne fra punkt 5 udelades?

Opgave 21 De tilfeeldige fejl i den plane beliggenhed (x,y) af et punkt an-

tages todimensionalt normalfordelt med fglgende kovariansmatrix:

0.090m? — 0.096m?
—0.096m? 0.160m?
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Find halvakserne og orienteringen af punktets fejlellipse. Skitser fejlellipsen.

Opgave 22 Beregningen af en lukket polygon resulterer i fglgende gab i x

og y koordinaterne:

Ty, —rog = —3.3cm

Yp— Yo = 6.9cm

hvor xy og yo er de givne koordinater i polygonens begyndelsespunkt. De

beregnede koordinaters kovariansmatrix er:

4.63cm? —0.87cm?
—0.87cm?  8.83cm?

Er gabet acceptabelt?
Opgave 23 Lidt gvelse i normalfordelingens teori:
(a) Prov at bevise ([22)).
(b) Overbevis dig om at er rigtig.
Opgave 24 Lad A veere en n X m matrix og B en m X ¢ matrix.
(a) Vis at (AB)T = BTAT.
Antag at n = m = ¢ og at bade A og B har en invers.
(b) Vis at (AB)™' = B71A™!
(¢) Slut ved hjelp af (a) at (A7)t = (A1),

Opgave 25 Antag at X = (X1, X, X3)" ~ N3(p, 2), hvor

0 2 1 -1
p=1 —1 ] ogX= 1 4 2
2 -1 2 5
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(a) Beregn middelveerdi og varians af stgrrelserne

1
Yi = §<X1 + X5 + X3)

1
Yo = §(X1 + X5 — Xj3).

(b) Hvad er korrelationen mellem Y; og Y57

Opgave 26 Antag at X = (X, X5, X3)" ~ N3(u, X)), hvor veegtmatricen P

er givet ved

5 10 1
P=x"1'={10 40 -11
1 —11 12

Antag endvidere, at vi har observeret veerdien (1.5,0.9,1.4) af X T. Er dette

i overensstemmelse med hypotesen p' = (1,1,1) ?

T veere estimatet for o, dvs.

Opgave 27 Lad & = (aq,...,4)
6~ N {o, (BT55'B) '} .

Antag at (&1, &s) er koordinaterne til et punkt i planen. Hvordan er forde-

lingen af (Gy,as)"? Dette er aktuelt ved konstruktion af fejlellipser.
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