Landmalingens fejlteori

Repetition
Fejlforplantning ved geometrisk nivellement
Lektion 7

Torben Tvedebrink - tvede@math.aau.dk
http://www.math.aau.dk/~tvede/teaching/L4

Institut for Matematiske Fag
Aalborg Universitet

12. maj 2009

Landmalingens fejlteori - Repetition - Fejlforplantning ved geometrisk nivellement - Lektion 7 Torben Tvedebrink


mailto:tvede@math.aau.dk
http://www.math.aau.dk/~tvede/teaching/L4

Geometrisk nivellement
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Totalleengden ¢ er opdelt i 2n stykker af leengde s, dvs. ¢ = 2ns.
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Geometrisk nivellement

Realisationer af stokastiske variable,

T, F H
ol !
t; f; h

Vi antager V(T;) = V(F;) = 02, i = 1,...,n. Denne antagelse kan
begrundes med sigteafstanden er fast og den samme for alle
observationer.

h er en realisation af den stokastiske variabel H =" (T; — F;).
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Geometrisk nivellement Vagte

Realisationer af stokastiske variable,

T, F H
ol !
t; f; h

Vi antager V(T;) = V(F;) = 02, i = 1,...,n. Denne antagelse kan
begrundes med sigteafstanden er fast og den samme for alle

observationer.
h er en realisation af den stokastiske variabel H =" (T; — F;).

Variansen af H bestemmes ved

—V(fjﬂ—ﬁ) Z[V (F)] = 2no;

Fra forrige slide

{=2ns < 2n:§.
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Geometrisk nivellement Vagte

Realisationer af stokastiske variable,

T, F H
ol !
t; f; h

Vi antager V(T;) = V(F;) = 02, i = 1,...,n. Denne antagelse kan
begrundes med sigteafstanden er fast og den samme for alle

observationer.
h er en realisation af den stokastiske variabel H =" (T; — F;).

Variansen af H bestemmes ved

—V(iﬂ—ﬁ-) Z[V )]—2n02:€?:of

Fra forrige slide

{=2ns < 2n:§.
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Geometrisk nivellement

Variansen pa hgjdeforskellen over leengden £,

2
V(H) = e% = o2

Oa

Erfaringer viser at 7 kun i ringe grad afhaenger af s ndr s < 100 m.

Saledes indfgres kilometerspredningen oy = 0,//s [&"Tlm} hvor af

gy = O’k\/z.

oy er sdledes spredningen péd et geometrisk nivellement over lengden /.
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Geometrisk nivellement

Som tidligere er xq, ..., x, realisationer af stokatiske variable Xi,..., X},
hvor E(X;) = p; og V(X;) = o7 ikke ngdvendigvis er ens.

Hver maling gives en vaegt p; som afspejler kvaliteten af malingen - desto
hgjere veegt desto bedre maling.

Vagtene er positive tal der valges séledes de opfylder vaegtrelationen, dvs

2 3 2
P10y = 203 =+ = PO

Eks. hvis to variansen p3 fgrste maling er dobbelt s3 stor pd som den
anden (07 = 203), valges p1 = 1 og p» = 2 sddan at p1o% = pyo3.
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Geometrisk nivellement

Antag at g3 = pp = - -+ = pup = p, dvs alle observationer xq, ..., x, er
malinger af samme stgrrelse (.

Variansen ikke ngdvendigvis den samme for alle mélinger. Eksempler pa
hvor dette kan indtraeffe:

m Der kan vaere anvendt méleinstrumenter af forskellige fabrikanter

og/eller kvalitet. Dvs at vinkelspredningen er forskellig for de
anvendte instrumenter,

ov,1 = 8 mgon og 0,2 = 20 mgon.
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Antag at g3 = pp = - -+ = pup = p, dvs alle observationer xq, ..., x, er
malinger af samme stgrrelse (.

Variansen ikke ngdvendigvis den samme for alle mélinger. Eksempler pa
hvor dette kan indtraeffe:

m Der kan vaere anvendt méleinstrumenter af forskellige fabrikanter
og/eller kvalitet. Dvs at vinkelspredningen er forskellig for de
anvendte instrumenter,

ov,1 = 8 mgon og 0,2 = 20 mgon.

m Det kan benyttes flere fikspunkter til bestemmelse af koten i et
punkt P med forskellige afstande til P. Fx.

o= Vo [ o= Vo [] og os = VEou | 5]
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Geometrisk nivellement

Til at estimere p bruges det veegtede gennemsnit x* siledes mere praecise
milinger (observationer med lav varians) vaegter mere i gennemsnittet
end darligere bestemte m3linger (méalinger med hgjere varians).

N 1
X :ﬂxl+"'+&xn:_(p1X1+"'+ann)7
P+ P+ P+
hvor vaegtene er valgt si de opfylder vaegtrelationen pjo? = - - - = p,02,

og py = D_1_; Pi-
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Geometrisk n

Til at estimere p bruges det veegtede gennemsnit x* siledes mere praecise
milinger (observationer med lav varians) vaegter mere i gennemsnittet
end darligere bestemte m3linger (méalinger med hgjere varians).

N 1
X :ﬂxl+"'+&xn:_(p1X1+"'+ann)7
P+ P+ P+
hvor vaegtene er valgt si de opfylder vaegtrelationen pjo? = - - - = p,02,

og py = D_1_; Pi-

Dvs

Bemark: py = Y.7 | pi # 1 som jeg fejlagtigt pastod i tirsdags..
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Geometrisk nivellement

For den stokastiske variabel

- 1 n
X*:ﬂxl-l--'--i-&Xn_p (P1 X1+ -+ pnXn), hvorp+:Zp,~
1=i

b+ Py py
gelder fglgende udsagn
1. X* er et centralt estimat, dvs. E(X*) = u

2. For positive py, ..., p, er V(X*) mindst ndr vaegtene opfylder
2 _
P10 = -+ = paos.

Bevis: Opgave 7.1 i dagens opgaveregning.

Torben Tvedebrink
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Geometrisk nivellement

Idet vaegtrelationen foreskriver p;o? er ens for alle i, kan o3 indfgres som
2 o2 _
O0g = P10y = *++ = p203.

Som estimator for o3 anvendes

502 _ Z;’:l pi(Xi - )_<*)2 _ 27:1 p’Xl2 - (5(*)2p+

n—1 n—1
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Geometrisk nivellement

Idet vaegtrelationen foreskriver p;o? er ens for alle i, kan o3 indfgres som

2 2 2
O0g = P10y = *++ = p203.

Som estimator for o3 anvendes

502 _ Z;’:l pi(Xi — )?*)2 — 27:1 p’Xl2 — (5(*)2p+

n—1 n—1

Som estimat af S2 anvendes s?, hvor de stokatiske variable er erstattet af
de observerede vaerdier,

2 — 27:1 pi(xi — x*)? _ 27:1 piXi2 — (x*)’py
0 = = )

n—1 n—1
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Geometrisk nivellement

Bemaerk

n n
vixn) = v([Y Zx _ZV<£—’X,-)
i +

i—1 P+ -1
(P ) p,p,
B ; <P+ Z
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Geometrisk nivellement

Bemaerk

%) AR (& )
V(X*) = V 3 X; _ZV p+x,
_ i(pl) ZP:P: Ploo
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Geometrisk n

Bemaerk

7 P+ i P+
n 2 n 0_2 n _0_2
_ Z ﬂ) 04'2: P:P:z,zzpl 02
i=1 T i=1 (py) i—1 (p+)
2 P+ ‘75
UO > =
(p+)" P+

Saledes er variansen p3 det vaegtede gennemsnit givet ved

7

V()_(*) - P+

vk O’%
og dermed X* ~ N | p, .
+
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Geometrisk nivellement

Estimatet for o3 var givet ved s2,

2 — >y Pilxi = X*)° _ Y1 Pixt = (X)*py
0 n—1 n—1 '

Estimatet for variansen af det vaegtede gennemsnit er séledes

2 2
V(X*) = 90 o, 20
b+ P+
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Geometrisk nivellement

Estimatet for o3 var givet ved s2,

27:1 pi(x — X*)? _ 27:1 PiXi2 — (x*)*py
n—1 ’

2
S =
0 n—1

Estimatet for variansen af det vaegtede gennemsnit er séledes

2 2
v(x*)= 20 & 2
b+ P+
%
Fra vagtrelationen gaelder 03 = p1o? = -+ = p,02. Dvs 0; = b
1
> 2
o2 s
V(X)=0?="2~2

Torben Tvedebrink
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Geometrisk nivellement

Hgjdeforskel nivelleret over n straekninger med samme kilometerspredning
ok. Variansen over en lzngde ¢ er fra tidligere givet ved o2/.

Hgjdeforskel h | Laengde ¢ | Varians pd h over £
hl él 0’% = Uiél
h2 62 0’% = Uifg
hn gn O% = o'ifn

Forskellig varians pd mélinger, dvs. vaegtede observationer.
Vagtrelationen er opfyldt nar
2 2 2
0g = P101 =+ = Pn0,-

Fra tabellen ses det at vaegten kan valges til p; = (¢;)~! dvs vaegten er
den resiprokke lengde.

Torben Tvedebrink
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Vi observerer fglgende:

Straekning Hgjdeforskel [m]  Afstand [km]
9194 - 2001 - 2002 - 5013 4.141 0.14
9252 - 2003 - 2005 - 5013 4.138 0.18
9659 - 5013 4.140 0.12

Estimatet af koten p i punktet 5013 er derfor givet ved:

- o b l
S T I T S S
T E o
S e e e e s s e s
= 4.1398[m]
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Geometrisk nivellement

Vi méler vinklerne i punkterne 13-16.

Alle vinkler er m3lt med samme varians o2.

Lad o2, ; vaere variansen af middelsatsen i punkt i.

/,/
Punkt Antal satser o3 13
o2 14
13 2 0,2,,713 =5
2
gy 15
14 3 O'En’14 - ?
2
9y 16
15 4 0215 = 2 )
1 2 O g
6 6 O.m,lﬁ - F
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Geometrisk nivellement

. ) 2 .
Ifglge vaegtrelationen skal pjoy, ; vaere ens for alle 7,
2 _ 2 2 2
P130 5,13 = P140 5 14 = P150 5 15 = P160 .16+
Jf. udtrykkene fra forrige slide
2 o2 o2 o2

v v v

= = v = .
P13 5 P14 3 P15 2 P16 6

Saledes kan vaegtene valges lig antal satser for hvert punkt.

Torben Tvedebrink
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Geometrisk nivellement

Vinkler malt med forskellige satser med samme vinkelspredning o, .
Variansen p3 vinkler m3lt med k satser er fra tidligere givet ved o2 /k.

Vinkel v | Sats k | Varians pd middelsats
%1 kl 0'% = O'i/kl
Vo k2 0'% = O'i/k2
Vp kn, Jﬁ = aﬁ/kn

Forskellig varians pd mélinger, dvs. vaegtede observationer.

Vagtrelationen er opfyldt nar

2 _
Og =P

2 2
107 = :pna-n.

Fra tabellen ses det at vaegten kan velges til p; = k; dvs vaegten er antal

satser.
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