Landmalingens fejlteori
Sandsynlighedsregning
Lektion 1

Torben Tvedebrink - tvede@math.aau.dk
http://www.math.aau.dk/~tvede/teaching/L4

Institut for Matematiske Fag
Aalborg Universitet

27. april 2009

Landmalingens fejlteori - Sandsynlighedsregning - Lektion 1 Torben Tvedebrink


http://www.math.aau.dk/~tvede/teaching/L4

Sandsynlighedsfordelin Stikprg Betinget sandsynlighed

Om kurset Sandsynlighedsregnin

Kursusholder
Torben Tvedebrink
Institut for Matematiske Fag
tvede@math.aau.dk
Litteratur (interne L4-websider)
® Mats Rudemo, Statistik og sandynlighedslaere med biologiske
anvendelser, del 1. Grundbegreber.

®m Poul Winding & Jens Mgller Pedersen, Noter i Fejlteori.
Spisesedler & Slides http://www.math.aau.dk/~tvede/teaching/L4

Kursusform
30 min.:Repetition,
90 min.:Opgaveregning,
90 min.:Forelasning.

Torben Tvedebrink

Landmalingens fejlteori - Sandsynlighedsregning - Lektion 1


http://www.math.aau.dk/~tvede/teaching/L4

Om kurset SEQLE g E er Sandsynlighedsfordelin Stikprg Betinget san

At give de studerende det ngdvendige statistiske grundlag for:

m at kunne foretage kvalificerede valg af metode og instrumenter i
relation til givne ngjagtighedskrav

m en vurdering af de udfgrte malingers kvalitet.

Konkrete problemer som behandles i L4-projektrapporterne:
m Kontrol af totalstationens og andre instrumenters praecision.
m Udjaevning af maleusikkerhed pa vinkelsum.
m Slutfejl pd hgjdemalinger i forbindelse med nivellement.
[ T
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Om kurset SEQLE g g Haendelser Sandsynlighedsfordelin S Betinget sandsynli

b
. )

Arealet af ovenstaende trekant kan bestemmes vha: A = s, X s. X sina.
Til at vurdere ngjagtigheden af A indgar ngjagtigheden af s, s og a.
Fejlforplantningsloven giver et approximativt udtryk for As ngjagtighed.
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Sandsynlighedsregning

Gentag et forsgg n gange.

U : udfaldsrum, maengden af mulige udfald.
ve U : etudfald.
A . en handelse, delmangde af U, A C U.

Haendelsen A indtraffer, hvis u € A.
Bemark () og U er hendelser.

na : antal gange A indtreeffer.
74 ¢ relativ hyppighed for A.
P(A) : sandsynlighed for A.

Nar n er stor gelder der
na
P(A) ~ - (1)
De relative hyppigheder gar mod P(A), nar n vokser.

Bemaerk, de relative hyppigheder er beregnet fra data, dvs. de er
observeret vaerdier.

Torben Tvedebrink
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Om kurse Sandsynlighedsregning Hazendelser

Sandsynlighedsfordelin

Betinget sandsynlighed

Kast med symmetrisk terning. Kast n = 20 gange, og observer # gjne.
Udfaldsrummet er

U=1{1,2,3,4,5,6}.
Observer flg. udfald

1,3,3,6,5 5,4,1,2,3 4,54,3,4 6,6,2,4,5.

Lad haendelserne A og B veere

A . "4 gineer lige", A= {2,4,6}.

B :  “# gjne er mindre end eller lig med 4", B = {1,2,3,4}.
De relative frekvenser er for forskellige n:
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Om kurse Sandsynlighedsregning : er Sandsynlighedsfordelin Stikprg \ndsynlighed

Dvs.

Fra symmetri argumenter ses, at sandsynlighederne er
4
P(A) =05 og P(B)= g ~0.67.

Dvs. P(A) er stabiliseret, og P(B) er naesten stabiliseret.
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Om kurse Sandsynlighedsregnin Hazendelser Sandsynlighedsfordelin S g Betinget sandsynlighed

Lad A og B vare to handelser, da betegner

ANB : haendelsen bade A og B indtraffer,

AUB  :handelsen enten A, eller B (incl. bade og) indtreffer,
A\ B :handelsen A, men ikke B, indtreffer,

CA=U\A: hndelsen A indtraffer ikke, A komplementzer,

Hvis AN B = (), s& siges A og B at vare uforenlige.
Hvis AC B, dvs. AN B = A, siges A at medfgre B.

A B A B A I I B
ANB AUB ANnB=20

A B B
A\ B A medfgreB
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Om kurse Sandsynlighedsregnin Hazendelser Sandsynlighedsfordelin

Betinget sandsynlighed

Vi har

U:{17273’47576}’ A:{27476} ogB:{1’27374}'

Der geelder, at

ANB = {2,4},
AUB = {1,2,3,4,6},
A\B = {6},

CA = {1,3,5}.

Lad C vare handelsen, at “# gjne er stgrre end 4", dvs.
C =1{5,6} og C og B er uforenlige.
Lad D vare handelsen, at "# gjne er mindre end 3", dvs.

D ={1,2} og D medfgrer B.
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Sandsynlighedsregnin Sandsynlighedsfordeling Stikpre Betinget sandsynlighec

Lad U veare udfaldsrummet for et forsgg. En funktion P, som til hver
handelse A C U tilordner et reelt tal P(A), siledes at

1. 0< P(A) <1,

2. P(U) =1,

3. P(AUB) = P(A) + P(B), hvis AN B = 0,
kaldes en sandsynlighedsfordeling.
P(A) kaldes sandsynligheden for haendelsen A.
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Om kurse Sandsynlighedsregnin =ndelser Sandsynlighedsfordeling

Betinget sandsynlighed

Lad A og B vare to haendelser. Da gzlder:
4. P(B\ A) = P(B) — P(AN B)
5. P(A) < P(B), hvis AC B
6. P(CA)=1— P(A)
7. P(0)=0
8. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)

&)

CA
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Landmalingens fejlteori - Sandsynlighedsregning - Lektion 1

Sandsynlighedsfordeling

Vi beviser 4. sdledes:

Idet B=(ANB)U(B\A)og (ANB)N(B\A) =10

Dermed har vi fra 3. at:

P(B)=P(ANnB)+ P(B\A) < PB\A =PB)-PANB)

Tilsvarende kan 8. vises ved:

Da AUB=AU(B\A)og An(B\ A)=0.

Igen anvendes 3. til at: P(AU B) = P(A) + P(B\ A).
Anvendes nu 4. far vi: P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
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Om kurse Sandsynlighedsregnin Sandsynlighedsfordeling Stikprg Betinget sandsynlighed

Saetning 2 generalisering af Definition 1 pkt. 3
Hvis A1, As, ..., Ak er parvis uforenlige, sd er

P(UL1A) = P(A1) + -+ + P(A) = Y P(A).

i=1

Specielt hvis A; = {u;}, og A= {u1, ua, ..., ux}, sé er

k
P(A) = P(un) + -+ P(u) = 3 Pun).

Landmalingens fejlteori - Sandsynlighedsregning - Lektion 1 Torben Tvedebrink



Om kurse Sandsynlighedsregnin Sandsynlighedsfordeling Stikprg Betinget sandsynlighed

Lad U = {u1, u,...,un} bestd af n lige sandsynlige udfald
P(ui) :% for i=1,2,...,n.

Sandsynlighedsfordelingen P kaldes s3 en ligefordeling.
Lad A C U veere en handelse, og lad n(A) betegne antallet af elementer i

A. Da er " .
P(A) =3 P(u) = %: n(:\) _ :Eé))

Kende antal elementer i en maengde.

4
Kombinatorik (baseret pd multiplikationsprincippet).

Landmalingens fejlteori - Sandsynlighedsregning - Lektion 1 Torben Tvedebrink



Om kurse Sandsynlighedsregnin

Sandsynlighedsfordeling S rg Betinget

andsynlighed

Yatzy - kast med 5 symmetriske terninger. Antal mulige udfald
n(U)=6-6-6-6-6=6".
Alle udfald er lige sandsynlige, dvs. ligefordelingen

P=2.
Hzendelsen
A: “Yatzy” (fem ens).
Der galder

n(A)=6-1-1-1-1=6.
Sandsynligheden for “Yatzy” er

oy MA) 6 1 1 -4
P(“Yatzy”) = n(U) ~ 6 6° 1206 =7.7-107".
Bemark, antal elementer i U og A er fundet vha.
multiplikationsprincippet.
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Om kurse Sandsynlighedsregnin Sandsynlighedsfordeling Stikprg Betinget sandsynlighed

Satning 3

Udfgr k uafhaengige operationer i en bestemt rakkefglge, hvor operation
i kan udfgres pad n; mader, i =1,2,... k.

Total antal mader de k operationer kan udfgres pa er

Telletree:
Kast 3 gange med en mgnt og observer plat P eller krone K.

K
K P
K P K
P alt2-2-2 =8 mader,
P K 3
= p

Torben Tvedebrink
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Om kurse Sandsynlighedsregnin Haendelser Sandsynlighedsfordelin Stikprgver Betinget sandsynlighed

Antal mulige m3der/kombinationer at udtage k elementer fra en mangde
med n elementer:

uden med
tilbagelaegning  tilbagelaegning
ordnet  (n)k = 2 n¥
|

uordnet (Z) = m -
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Stikprgver

Lad U = {a, b, ¢, d} veere udfaldsrummet. Da kan 2 elementer udvalges
péd fglgende made under forskellige udvaelgelseskriterier:

Uden tilbagelaegning

Med tilbagelaegning

Med hensyn til | (ab) (ac) (ad) (aa) (ab) (ac) (ad)
reekkefglge (ba) (bc) (bd) (ba) (bb) (bc) (bd)
(ca) (cb) (cd) (ca) (cb) (cc) (cd)
(da) (db) (dc) (ad) (db) (dc) (dd)
Uden hensyn til | (ab) (ac) (ad)
reekkefglge (bc) (be)
(cd)
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Om kurse Sandsynlighedsregnin Haendelser Sandsynlighedsfordelin Stikprgver Betinget sandsynlighed

Lad U = {a, b, ¢, d} veere udfaldsrummet. Da kan 2 elementer udvalges
péd fglgende made under forskellige udvaelgelseskriterier:

(r/)k — (4)2 f)k — 42
4 =16

Torben Tvedebrink
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Om kurse Sandsynlighedsregnin 2ndelser Sandsynlighedsfordelin Stikprgver Betinget sandsynlighed

Kvalitetskontrol: Betragt et vareparti med 20 enheder, hvoraf 8 defekte.
Udtag 6 enheder uordnet og uden tilbagelzegning.
Hzendelsen

A :ingen defekte enheder i stikprgven.

n(U) = <26°> :

Antal mulige stikprgver uden defekte enheder:
n(A) = <162>.

12
P(A):@:lzi.ﬁl.m: 12-11-10-9-8-7 77
(260) 6! - 6! - 20! 20-19-18-17-16-15 3230

Antal mulige stikprgver:

Sandsynligheden for A

= 0.024.

Torben Tvedebrink
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Om kurse Sands g E er Sandsynlighedsfordelin Stikprgver Betinget sandsynlighed

Handelsen

B : netop 2 defekte enheder i stikprgven.

Antal mulige stikprgver med netop 2 defekte enheder:
12\ (8

(3  121.81.6- 14l
P(B) = (@) = 21812061200 0376

Sandsynligheden for B
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Om kurse Sandsynlighedsregnin =ndelser Sandsynlighedsfordelin S re Betinget sandsynlighed

Lad A og B vare to handelser, hvor P(B) > 0.
Den betingede sandsynlighed for A givet B er

P(AN B)
P(B)

P(A|B) =

Bemaerk
Betinget sandsynlighed er en sandsynlighed defineret pa et nyt og mindre
udfaldsrum. Dvs. almindelige regneregler galder:

P(A|B) + P(CAIB) =1

P(AU B|C) = P(A|C) + P(B|C) — P(An B|C)
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Betinget sandsynlighed

Beskriver forholdet mellem P(A|B) og P(B|A)

P(ANB) = P(AB)P(B) = P(B|A)P(A)
4
PAIB) — %
A B
Omskrives
_ P(BIA)P(A)
PlAB) = P(BNA)+ P(BNCA)
P(BIA)P(A)

P(B|A)P(A) + P(B|CA)P(CA)
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Om kurse Sandsynlighedsregnin =ndelser Sandsynlighedsfordelin S re Betinget sandsynlighed

Kgns-fordeling i gymnasium

kvinder mand

mat 45 55
sproglig 75 20

Betingede sandsynligheder
P(mat&mand) 55/195

— — — 0,
P(mat|mand) = P(mand) = 55+ 20)/105 73.33%
. P(mat&kvinde) 45/195
P(mat|k = = —37.5¢
(mat/kvinde) P(kvinde) @51 75)/105 > 5%
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Om kurse Sandsynlighedsregnin =ndelser Sandsynlighedsfordelin Stikprg Betinget sandsynlighed

Lungesygdomme og rygere:

Iflg. “The American Lung Association” lider 7% af befolkningen af en
lungesygdom, og 90% af disse er rygere. For folk uden lungesydomme er
25.3% rygere.

Lad handelserne A og B veere givet ved

A . personen har en lungesygdom.
B . personen er ryger.
Vi har
P(A) = 0.07,
P(BJA) = 0.,
P(B| CA) = 0.253.

Torben Tvedebrink
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Om kurse Sandsynlighedsregnin =ndelser Sandsynlighedsfordelin Stikprg Betinget sandsynlighed

Interessant at finde

P(A|B) = P(personen har en lungesygdom|personen er ryger).
Vi bruger Bayes formel

_ P(B|A)P(A)

PAIB) = P(B|A)P(A) + P(B|CA)P(CA)
B 0.900 - 0.070
~0.900 - 0.070 + 0.253 - (1 — 0.070)

0.211.

Bemaerk
P(CA|B) = 1 — P(A|B) = 0.789.

Dvs. P(personen IKKE har en lungesygdom|personen er ryger) = 78.9%.
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Definition 3
To handelser A og B siges at vaere uafhzengige, hvis

P(AN B) = P(A)P(B).

Satning 6

Lad A og B vare to handelser, hvor P(A) > 0 og P(B) > 0.

Flg. udsagn akvivalente.
B A og B er uafthengige,
m P(A|B) = P(A),
m P(BJA) = P(B).
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Betinget sandsynlighed
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Sandsynlighedsregnin Haendelser Sandsynlighedsfordelin S Betinget sandsynlighed

Lungesygdomme og rygere:
Vi fandt

P(A) = 0.07,
P(A|B) = 0.211.

Dvs. rygning og lungesygdomme er afhzaengige.
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