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Kontinuert stokastisk variabel Ligefordelingen Normalfor

Definition 1
Fordelingsfunktion for en stokastisk variabel X er

F(x) = P(X < x).
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Kontinuert stokastisk variabel Ligefordelingen Normalfordelingen

Definition 1
Fordelingsfunktion for en stokastisk variabel X er

F(x) = P(X < x).
Definition 2
Lad X vaere en stokastisk variabel med fordelingsfunktion F. Da siges X

at veere kontinuert, hvis F er kontinuert, og hvis der findes en
ikke-negativ reel funktion f, sdledes at

Funktionen f kaldes taethedsfunktion for X
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Kontinuert stokastisk variabel Ligefordelingen Normalfordelingen

Tathedsfunktion for kontinuerte stokastiske variable svarer
sandsynlighedsfunktion for diskrete stokastiske variable.

Kontinuert variabel Diskret variabel
f(x) = F'(x) f(x)=P(X =x)
F(x) = / )y F) =Y ()
- y<x
Bemaerk at P(X = [7 f(y)dy = 0 for alle veerdier a € R. Dvs
sandsynllgheden for at en kontlnuert variabel antager en bestemt vaerdi er

0.
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Kontinuert stokastisk variabel

Fordelingsfunktionen springer ikke, dvs. P(X

P(a < X < b)
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Kontinuert stokastisk vari

Taethed-, sandsynlighed- og fordelingsfunktion

Fordelingsfunktion Fordelingsfunktion
Kontinuert stokastisk variabel Diskret stokastisk variabel
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Ligefordelingen Normalfordelingen

Kontinuert stokastisk variabel

Definition 3
Lad X vare en kontinuert stokastisk variabel med taethedsfunktion f.

Middelvaerdien af X defineres som

p=E(X)= /00 xf(x)dx < 0o

- ogsa kaldet forventet vaerdi.
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Kontinuert stokastisk variabel Ligefordelingen

Definition 3
Lad X vare en kontinuert stokastisk variabel med taethedsfunktion f.
Middelvaerdien af X defineres som

u:E(X):/ xf(x)dx < 0o
- ogsa kaldet forventet vaerdi.

Lad X vare en kontinuert stokastisk variabel med taethedsfunktion f.
Variansen af X defineres som

oo

02 = V(X) = E((X — p)?) = / (x — w)?F(x)dx < o0,

— 00

hvor o kaldes spredningen (eller standard afvigelse) - m3l for forventet
variabilitet i X.
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Kontinuert stokastisk variabel

Landmalingens fejlteori - Kontinuerte stokastiske variable - Lektion 3

Definition 3
Lad X vare en kontinuert stokastisk variabel med taethedsfunktion f.

Variansen af X defineres som
o

o2 =V(X) =E((X —p)?) = / (x — p)?f(x)dx < oo,

— 0o

hvor o kaldes spredningen (eller standard afvigelse) - mal for forventet
variabilitet i X.

Der geelder (som vi sa ved diskrete stokastiske variable)

0% = /Oo (x — p)*f(x)dx

— 0o
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Kontinuert stokastisk variab

Ligefordelingen

En stokastisk variabel X er ligefordelt pa intervallet ]a; b[ (eller [a; b]),
hvis fordelingsfunktionen er givet som

1
P a<x<hb
f = b—a’ 7 -
(*) { 0 ellers f(x) Ared=F(X)

[

F(x) = J2 f)dy = [} 525dy
:[Y}X: X _ _a
b—a b—a b—a

a [ a X b
F(x)

1

0 x<a 3

F(x)=9 22 a<x<b 1

5 -

1 x>b 1

7 -

a b R
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Kontinuert stokastisk variabel Ligefordelingen

Normalfordelingen

Vi kan bestemme middelvardien for ligefordelingen ved ovenstdende
udtryk for taethedsfunktionen og middelvaerdi:

p=E(X) = /oo xF (x)dx

—o0

b
1
= d
[

_ 1 q1)”
T b-al|2"],

1 1

= 5 )
1 1

_ b+a

- 2

Som forventet er middelveaerdien midtpunktet i intervallet [a; b].
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Ligefordelingen

Tilsvarende bestemmes variansen vha. 02 = E(X?) — u?:

00 b 2 b 3 3
2 5 B X 1 33 B 1 b°—a
IE(X)—/ xf(x)dx—/a b dx—b_a[3x] T —

— 0 —a a

- (b—zi—a)z_ (bt—la)2

Dermed bliver variansen for ligefordelingen:

2 b—a> (b+a)?  (b—a)

3(b—a) 4 12
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Kontinuert stokastisk vari Ligefordelingen

Normalfordelingen

Definition 4
En stokastisk variabel X med taethedsfunktion

Flx) = —= exp(—M), x €R,

2no 202

siges at vaere normalfordelt med parameterne y og o2, hvor i og o er
reelle tal og o > 0.

0,0°=1
7,6°=2
10, 0% =

==
W
i

1 5

Notation: X ~ N (u,0?).

Klokkeformet symmetrisk taethedsfunktion.
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Normalfordel

e u=0,02=1
- p:7,02:2
=-10,0°=5

n

-10

-1.96
o
1.96
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Normalfordel

=20

u+20

u-20 u U+ 20
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Kontinuert stol k variab Ligefordelingen Normalfordelingen

Hvis X ~ N(u,0?), si er middelvaerdi og varians for X

E(X) = wu,
V(X) = o’

Fordelingsfunktion for X ~ N (u,0?) er givet som

F(x) = /_; ﬁ exp <— %)dy.

Der findes ikke et pant lukket udtryk.
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Normalfordelingen

Fordelingen A/(0, 1) kaldes standard normalfordeling. Typisk noteres
standard normal fordelte variable Z.

Taethedsfunktionen for A/(0,1) er givet ved:

1
exp(—=2?)

1
f(z) = —
(2) = 7= 5
Den tilhgrende fordelingsfunktion betegnes ®(z):

Dvs F(z) = ®(z) ndr u=00g o = 1.
Der findes ikke et 'lukket’ udtryk for nedenstdende sandsynlighed:

1
exp(—Ezz)dz

P(Zga):F(a):Cb(a):/j \/12_77
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Normalfordel

Taethed- og fordelingsfunktion for N(0,1).

1.000
0.975 +
0500 |

B(-x) 1-B(x)
0.025 |
0.000

T T T T T T
-1.96 0.00 1.96 -1.96 0.00 1.96
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Normalfordelingen

Der geelder

| <1 z?
®(—a) = /oo\/_exp( )dz:/a \/—2_7Texp(—?)dz

Det sidste udtryk bestemmer P(Z > a). Vi kan derfor beregne den
komplementzre handelse:

P(Z >a)=1-P(Z < a)

21 z?
:1_/700 \/ﬂexp(—?)dz
=1-—d(a).

Dvs at ®(—a) =1 — P(a).
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Kontinuert stokastisk variabel Ligefordelingen Normalfordelingen

Saetning Linezr transformation
Hvis X ~ N(u,02), og a,b € R og a#0, si er

Y =aX + b~ N(au+ b,a°c?).
Dvs. at Y er normalfordelt nar X er normalfordelt.

Y har middelvaerdi: E(Y)=E(aX + b) =aE(X)+b=au+b
og varians: V(Y) = E(aX + b) = a*V(X) = a%0°.

Dermed kan vi transformere en standard normalfordelt variabel Z til at
have den middelvaerdi og varians vi gnsker.
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Kontinuert stokastisk variabel

Ligefordelingen

Normalfordelingen

Omvendt kan vi ligeledes standardisere en hvilken som helst normalfordelt
variabel X til en standard normalfordelt variabel:

Satning Standardisere
Hvis X ~ N (u,0?), sd glder

X—p
g

7 =

~ N(0,1).

Beregner middelvaerdi og varians vi vha. foregdende satning far vi:
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Kontinuert stokastisk variabel Ligefordelingen Normalfordelingen

Jf. de foregdende slides ved vi:
B P(—a)=1-P(a)
= E(%54) =0 nar B(X) = s
= V(X)) = 1nar V(X) = 0.
Dvs.

P(ng):P<X;M§XTTu> :P(Zg%) :¢<X;“>.

Sandsynligheder vha. tabel for standard normalfordelingen.
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Kontinuert stol isk variabel Ligefordelingen Normalfordelingen

Lad X ~ N(2,4), sa er

Z=2"Z~ N(0,1).

Udsnit fra normaltab.pdf:

0.00 0.01 0.0%

0.0 0.5000 0.5040 0.508(
0.1 0.5398 0.5438 0.547
0.2 05793 0.5832 0.58T
Dvs. 0.3 06179 0.6217 0.625!
0.4 0.6554 0.6591 0.662

X—-2 4-2
P(X<4)= P< > =5 ) 0.5 0.6915 0.6050 0.698!
0.6 0.7257 0.7291 0.732:
=P(Z<1) 0.7 07580 0.7611 0.764
_ 0.8 0.7881 0.7910 0.793!
= (1) 0.9 0.8150 0818 0.821
=0.8413

1.0 0.8438  0.846°
1.1 0% 0.8665 0.868(

19 NKRAO 0 RKKARO N IR
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Lad X ~ N (i, 0?), dvs. Z = Z=£ ~ (0, 1).

g

Betragt sandsynligheden

X
p=Pp—zo<X<pu+zo) = P(-z<

Normalfordelingen
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Kontinuert stokastisk variabel Ligefordelingen

Normalfordelingen

Lad X ~ N (i, 0?), dvs. Z = Z=£ ~ (0, 1).

g

Betragt sandsynligheden

p=Pp—zo <X < p+zo)=2d0(z)—1.

For p = 0.95 geelder

20(z) —1=095 & ®(z) =0.975

Ved opslag i tabellen findes det z
som svarer til ®(z) = 0.975: z = 1.96.

Dvs.

Udsnit fra normaltab.pdf:
0.06 0.07

0.5239 0.5279

0.65636 0.5677

1.7 0.955 0.9608 0.9616
1B 0.064 0.9686 0.9603
1.9 09713 097500 0.9756

P(i —1.960 < X < i+ 1.960) = 0.95.
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Normalfordelingen

Kontinuert stokastisk variabel Ligefordelingen

Fra resultatet
P(p—1.960 < X < p+ 1.960) = 0.95.

har vi altsd middelvaerdien +2xstandard afvigelse dekker ca. 95% af
sandsynlighedsmassen.

Tilsvarende for p = 0.99 og p = 0.999

P(u—2580 < X < p+2580) = 0.99,
P(u—3290 < X < pu+3290) = 0.999.
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tinuert

99.9%

99%

95%

Normalfordelingen

u-3.290 p-2.580 p-1.960
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Lektion 3
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