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Transformation af stokastisk variabel Transformation af flere variable Stokastisk uafha shed Normal fordelte variable Fejlforplantningsloven

Lad X vaere en stokastisk variabel, og g en af X, hvor
g:R—R.
Da er Y = g(X) en ny stokastisk variabel.

Satning 1
Hvis Y = g(X), hvor X er en stokastisk variabel med
tethed- /sandsynlighedsfunktion f, s& gaelder

E(Y) = / g(x)f(x)dx, hvis X kontinuert.
E(Y) = Zg(x)f(x)dx, hvis X diskret.
xeVv
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Transformation af stokastisk variabel ransformation af flere variable Stokastisk uafhangighec ormal fordelte variable Fejlforplantnin

Hvis vi definerer g s3ledes: g(X) = [X — E(X)]? = (X — u)? kan vi se at
g(X) er den transformation af X vi kalder variansen:

oo oo

E[g(X)] :/ g(x)f(x)dx :/ (x — p)?f(x)dx, hvis X kontinuert.

— 00 —00

Elg(X)] = Y g(x)f(x) =Y _(x — n)*f(x), hvis X diskret.

xeV xeV

Dvs.
V(X) = E((X — n)?).

Varians et udtryk for den forventede variation omkring middelvaerdien,
nar vi observerer X.
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Saetning 2
Hvis X er en stokastisk variabel, og a, b € R, sd galder
E(aX +b) = aE(X)+ b,
V(aX +b) = a°V(X).
Bevis 2
Vises for kontinuert (analog for diskret). Brug Seetning 1.
E(aX +b) = / (ax + b)f(x)dx
= a/ xf(x)+b/ f(x)dx
= aE(X)+ b.
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Transformation af stokastisk variabel Transformation af flere variable Stokastisk uafhz shed Normal fordelte

ariable

Fejlforplantningsloven

Saetning 2

Hvis X er en stokastisk variabel, og a, b € R, s3 galder
E(aX +b) = aE(X)+ b,
V(aX +b) = a°V(X).

Bevis 2
Vises for kontinuert (analog for diskret). Brug Szetning 1.

V(aX +b) = E([aX 4+ b—E(aX + b)]*)
E([aX + b — aE(X) — b]°)
E([a(X — E(X)I")
E(a’[X - E(X))

“E([X - E(X)]*)

2V(X).

a
a
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Transformation af stokastisk variabel Transformation af flere variable Stokastisk uafha shec Normal fordelte variable Fejlforplantningsloven

Fra tidligere har vi at X ~ N(y, 0?) kan standardiseres:

_X-w
N g

Z

~N(0,1)

Da p og o blot er konstanter som a og b i Satning 2 kan vi kontrollere
middelvaerdi og varians af Z:

E(Z)—E(X_“) _EX) —w

g
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Satning 4
Hvis X1, X, ..., X, er stokastiske variable med endelig middelvaerdier
E(X1),E(X2),...,E(X,), sé gelder

E(Xi+ X0+ + X)) = E(X) + E(X) + -+ + E(X)

eller

E(X; X,-) = Z; E(X)).

Sztning 4 er sand bade nar Xi, X, ..., X, er afhaengige og
uafhaengige stokastiske variable (se definition pd naeste slide).

Torben Tvedebrink
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Definition
To stokastiske variable X; og X5 er , hvis

P({X1 € Bi} N{Xz € B}) = P({X1 € B1}) - P({ X2 € B:})

hvor B CR og B, CR.
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Definition
To stokastiske variable X; og X5 er , hvis

P({X1 € Bi} N{Xz € B}) = P({X1 € B1}) - P({ X2 € B:})

hvor B CR og B, CR.

Generelt:
n stokastiske variable X1, X5, ..., X, er , hvis
P{X1 € B} N ...0{Xn € B}) = P{X1 € B1}) - -+ - P({Xn € Ba})

hvor By,...,B, CR.

Dvs. definitionen svarer til den tidligere definition for uafthangige
haendelser i udfaldsrummet.

ningsloven
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Satning 5
Hvis X1, X5, ..., X, er stokastiske variable med endelig

middelveerdier E(X1), E(X2),...,E(X,), sa gaelder
E(X1 - X - ~~~~Xn) =E(X1) -E(X) - ----E(Xn)

eller

n

E<§Xi) =[TEX).

i=1

Torben Tvedebrink
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Satning 6
Hvis X1, X5, ..., X, er stokastiske variable med endelig
varians V(X1), V(Xz),...,V(X,), sd galder

V(X1 +Xo 44 Xo) = V(X1) + V(X2) + -+ + V(X5)

eller

V< 2_1: X,-) = Z_; V(X))
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Definition 2
Lad X og Y veere to stokastiske variable med middelvaerdi ux og py og
varians 0% og 0%. af X og Y er

Cov(X, ¥) = E([X — px][Y — pv]) = E(XY) — uxpry.

Cov(X, X) = E([X — px][X — px]) = E(IX — ux]?) = V(X).
for X og Y defineres som

Cov(X,Y)  Cov(X,Y)
VX)V(Y)  oxoy

p=pX,Y)=

- ogsa kaldet korrelationen mellem X og Y.
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Saetning 7
Lad p veere korrelationskoefficient for to stokastiske variable X og Y. Da
geelder
-1<p<L
Hvis X og Y er ,sa er p=0og Cov(X,Y)=0.
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Satning
Hvis X og Y er to stokastiske variable, sa gaelder

V(X £ Y) = V(X) + V(Y) £ 2Cov(X, Y).
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Szatning 8

Hvis X1 og X5 er stokastiske variable, hvor
Xi ~ N(p1,0%) og Xo ~ N(p2,0),

sa er

Xi + X ~ N (1 + pa2, 05 + 03).
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Saetning 8
Hvis X1 og X5 er stokastiske variable, hvor
X1~ N(p1,07) og Xo ~ N(pz2,03),
sa er
X1+ Xo ~ N(pa + pia, 05 + 03).
Generelt:
Hvis X1, X5, ... X, er stokastiske variable, hvor
Xi ~ N(pi,of) for i=1,2,...,n,
sa er

Xi+Xo+ -+ Xo ~ N(pa+ pio+ -+ + pin, 01 + 03 + -+ + 07)

eller

iX,- N./\f(iﬂ;,ig?).
i=1 i=1

i=1
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Special tilfelde af Saetning 8
Hvis X1, X5, ... X, er fordelte stokastiske variable

(7 engelsk litteratur "iid “: Independent Identically Distributed), hvor
Xi ~ N(p,0%) for i=1,2,...,n,
sa er .
Xid Xo+ -4 Xo =Y X ~ N(np,no?).
i=1

Torben Tvedebrink
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Normal fordelte variable

Vi har alts .7, X; ~ N(nu, no?) for uathaengige X'er. Dvs

E <iX,-> =nu og V <iX,~> = no?.
i=1 i=1

Derfor har gennemsnittet af X'erne: X = 2 37 | X; flgende
middelvaerdi og varians:

E(X)=FE <%ZX> = %IE <ZX> = %nu:,u

i=1

oy 1o 1 u 1, o?
V(X)_V<;Z ,>—ﬁV< X,>—?na =—.

i=1

Altsa: _
o? X —pu
a/v/n

~N(0,1).
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Transformation af stol k variabel Transformation af flere variable Stokastisk uafhaen

Den centrale graensevaerdisaetning

Hvis X1, X5,... X, er fordelte (iid) stokastiske
variable med ens middelvaerdi 1 og ens varians 02, s& gaelder der for store
n

X—p—
N (0,1).
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Den centrale graensevaerdisaetning
Hvis X1, X5,... X, er fordelte (iid) stokastiske
variable med ens middelvaerdi 1 og ens varians 02, s& gaelder der for store
n _
X—pn —
~ 0,1).
77 ~ V(1)

Dvs ligegyldigt hvilken fordeling X'erne har, vil deres gennemsnit

1INy ; ; s - :
X = - > i1 Xi nzrme sig en normalfordeling nar n bliver stor:

2
)_(:N<u,%>.
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Vilkarlig transformation:
Lad X vare en stokastisk variabel med

E(X)=p og V(X)=o".
Y = g(X): vilkdrlig af X.

Middelvaerdien af Y = g(X): (ofte vanskelig at beregne)

E(Y) = /OO g(x)fx(x)dx.

—o0
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af g omkring u:
Y =g(X) g(n) +g'(n)(X — )

g ()X —g'(n)p + g(p)
= aX+b,

hvor a = g’(u) og b= —g'(p)u + g(n).

Q

a9~

a(x)
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Dvs. Y =aX + b hvor a=g'(u) og b= —g'(u)p + g(p).

Hermed

E(Y) =

v(Y) =

aE(X) + b
g (W — g (k) + g(w)

g(w)
a’V(X)

g'(n)’o’,

hvor approximationen er god, hvis o er lille.
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Lad X1, Xo,..., X, veere stokastiske variable med
E(X1) = p1, E(X2) = p2, ... , E(Xy) = pin,
V(X1) = o, V(X) = , V(X)) = o2

Y = g(Xi, Xa, ..., Xp): vilkarlig af
Xt X X
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af g omkring p1, 2, ..., fin:

Y = g(Xi,Xa,...,Xn)
~ gp, pe, .5 pn) +
DB () + (e )+ (X — i)
= g—)ix1+§—)ixz+"'+68§nxn
—g—im—g—iuz—m—g—)iuﬁg(m,uz,m,un),

hvor de partielle afledede beregnes i p1, o, ..., fn-
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Hermed
E(Y) =~ &, p, ..., )
0, 0, 0,
V(Y) ® (g Vol + (Ga)ioi b (5

hvor approximationen er god, hvis 01,05, ...,0, er sma.

)on,

Landmalingens fejlteori - Transformation af stokastiske variable - Lektion 4

Torben Tvedebrink



	Transformation af stokastisk variabel
	Transformation af flere variable
	Stokastisk uafhængighed
	Normal fordelte variable
	Fejlforplantningsloven

