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Konfidens interval for p

Statistisk model Estimatorer

| de fleste videnskaber antages en model for det fanomen som er under
observation. Ofte bygger modellen pa en rakke antagelser hvis pastande
tidligere er vist valide.

Model for vinkler i landmaling;:
Vi antager at vinkler i landmaling er normalfordelte med den sande vinkel
1 som middelvaerdi og spredning o. Ydermere antages n gentagne
méleforsgg Xi,..., X, af samme vinkel at vaere uafhengige og identisk
fordelte (iid),

Xi ~ N(u,0%), i=1,....n
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Statistisk model Estimatorer

Konfidens interva

Ved opmaling af en vinkel foretages n observationer xi, ..., x, som er
realisationer af de stokatiske variable Xi, ..., X,.
Skematisk angives dette som,

X1 ... Xq
! l
X1 Xn

(X1,...,Xy) kaldes en stikprgve fra normalfordelingen N(1, 02).

(X1, ..., Xn) kaldes en observeret stikprgve fra normalfordelingen

N (i, a?).
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Statistisk model

Jf. Eksempel 1 fra noterne observeres fglgende 10 satser af en vinkel.

wn
5]
+
w0

Xj

Observation

X1
X2
X3
X4
X5
X6
X7
Xg
X9
0 X10

= O o0 ~NO O WwN R+

164.508 gon
164.509 gon
164.511 gon
164.507 gon
164.510 gon
164.511 gon
164.517 gon
164.510 gon
164.514 gon
164.513 gon
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Statistisk model

Jf. Eksempel 1 fra noterne observeres fglgende 10 satser af en vinkel.

wn
5]
+
w0

Xj

Observation

X1
X2
X3
X4
X5
X6
X7
X8
X9
0 X10

= O o0 ~NO O WwN R+

164.508 gon
164.509 gon
164.511 gon
164.507 gon
164.510 gon
164.511 gon
164.517 gon
164.510 gon
164.514 gon
164.513 gon

Dvs den observerede stikprgve, hvor n = 10, er

(X1, X2, - - -, Xn—1,%n) = (164.508,164.509, . .., 164.514, 164.513).
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Statistisk model

Eksem

Histogram af observerede vinkler

Relativ frekvens / Teethedsfunktion

T T T T T T T 1
164.506 164.508 164.510 X 164.512 164.514 164.516 164.518

Observerede vinkler

Landmali



Statistis

model Estimatorer Konfidens interval for p

Som estimatorer for ;1 og o2 anvendes estimatorerne X og S2. Disse er
defineret som

X:—ZX— X1+X2+ +Xn)

1 < - 1 .
S% = > (X —X) = > X? - nX?
n—14% n—1 pt

Disse estimatorer kaldes centrale idet E(X) = 1 og E(S?) = 02
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Statistisk model Estimatorer Konfidens interval for p

Har vi observeret data kan vi estimere 1 og 0 med X og s*. Her
udskiftes de stokatiske variable X; i X og S med de observerede x;,

1 1
X—;;x,—;(xl+X2+---+xn)

1 < 1 .
2 N2 2 o2
55 = —3 E (xi — %)= —3 gl X7 — nX

i=1

Bade X og S? er stokastiske variable (transformationer af X;'erne), mens
X og s? er realisationer af disse,

X X, X S
! ! U
X1 Xn X s?
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Estimatorer

Fra Eksempel 1 i noterne kan vi estimere ;1 med X og 0> med s2.

1
X = 1—0(164.508 +164.509 + - - - + 164.514 + 164.513) = 164.511 gon

2
D x? =164.508” + 164.500° + - - - + 164.514% + 164.513° = 270638.7 gon®
i=1

1
s> = 01 (270638.7 — 10 - (164.511)%) = (0.00298) gon?

Stgrrelsen s2 er et mal for ngjagtigheden af vores observationer.

Jo mindre desto mere ngjagtige er vores malinger.

Torben Tvedebrink



Statistisk model Estimatorer Konfidens interval for p

Antag (Xi,...,X,) er en stikprgve fra en fordeling med middelvaerdi 1 og
varians o2. Da gaelder

— — 0'2
E(X)=up og V(X):7.
Hvis X; ~ N(,02) glder der ligeledes X ~ N(u1, Z).

Beviset fglger fra ssetninger gennemgaet i Lektion 4.
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Konfidens interval for 1

Estimatorer

Statistisk model

Fra sidste saetning fglger det at X er en central estimator for ;. idet

E(X) = p.
Nedenfor vises det at S? er en central estimator for 02, alts3 E(S?) = o

1 . -
E(S?) = E — > O X? - nX?
i=1

2

n—1 n—1

= > BOR) - B

Torben Tvedebrink
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Estimatorer

Fra sidste saetning fglger det at X er en central estimator for ;. idet

E(X) =

L.

Nedenfor vises det at S? er en central estimator for 02, alts3 E(S?) = 2.

E(S?)

Landmalingens fejlteori -

Estimatering af 1 og o fra data samt konfidens interval for p - Lektion 5

E< !
n—1

n

)

i X? — nX?
i=1

1 , N
71 2B~ TR0
E(XP) —E(X) & E(XF)=V(X)+EX) =o® + 2
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Estimatorer

Fra sidste saetning fglger det at X er en central estimator for ;. idet

E(X) = p.

Nedenfor vises det at S? er en central estimator for 02, alts3 E(S?) = 2.

1 . 2 v2
E(n_l ;X, —nX )
n

= L3RG - TR

; n—1
i=1

E(S?)
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Estimatorer

Dvs. vi har indtil videre:

B(S?) = —— S E(X)-

n—14%

n
n—1

E(X?)

E(X?) = o+ E(X?) = 02/n + 112
Indsaettes udtryk for middelveerdi af X; og X i E(S?) far vi:
R n o2
E(S?) — % 2, oy _ N (o7 >
(5%) (@ +p7) == | +n

n—1¢%
i=1
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Estimatorer

Dvs. vi har indtil videre:

B(S?) = —— S E(X)-

n—14%

n
n—1

E(X?)

E(X?) = o+ E(X?) = 02/n + 112
Indsaettes udtryk for middelveerdi af X; og X i E(S?) far vi:

1 - n o?
E(S?) = n_lz(02+lﬁ2)—m<?+ﬂ2)

i=1
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Estimatorer

Dvs. vi har indtil videre:

B(S) = —5 ) E(R) - B

E(X?) = o+ E(X?) = 02/n + 112
Indsaettes udtryk for middelveerdi af X; og X i E(S?) far vi:

2 1 . 2 2 n o? 2
E(S%) = n—lz(a ‘Hﬁ)—m o TH
i=1
2
no 5 n_ ., n o~ n o,
o n—lo'—’—n—l'u n—1n n—l'u
o n02—02
o n—1
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Estimatorer

Dvs. vi har indtil videre:

B(S?) = —— S E(X)-

n—14%

n
n—1

E(X?)

E(X?) = o+ E(X?) = 02/n + 112

Indsaettes udtryk for middelveerdi af X; og X i E(S?) far vi:

1 - n o?
E(S?) = n_lz(02+lﬁ2)—m<?+ﬂ2)

i=1

no no n o2 no
- n—lo'—’—n—l'u_n—17_n—1'u
_ no? — o2
N n—1
= o2
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Konfidens interval for p

Statistisk model Estimatorer

Havde vi istedet divideret med n i udtrykket for S? ville middelvaerdien

vaere
2 _ 2 _
E(S?) = no’ —o° _ (n 1)02 402

n n

En intuitiv forklaring pa at vi dividerer med n — 1 er at vi "forbruger” én
observation pa at estimere © med X.

Fx. har vi observeret x; og x2 er x = (x1 + x2)/2. Dvs. ud fra x; og X kan
vi bestemme x, = 2Xx — x; og der er altsd indfgrt " bindinger” pd den n'te
observation.

Torben Tvedebrink
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Estimatorer Konfidens interva

Statistisk model

| situationer hvor vi kender 11 (fx. pd en gvelsesbane hvor sande leengder
og vinkler er kendt) bruger vi derfor § til at estimere malingernes

ngjagtighed,

Torben Tvedebrink
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Statistisk model Estimatorer Konfidens interval for p

| situationer hvor vi kender 11 (fx. pd en gvelsesbane hvor sande leengder
og vinkler er kendt) bruger vi derfor § til at estimere malingernes
ngjagtighed,

i-1
| disse situationer er 52 et centralt estimat for o2, Dvs:

R 1< 1<
E(S?)=E (=) (Xi—p) | =E (=D (XF+ 1> —2uX) | =0
(59) p (Xi — ) - (XP+p*—2uX) | =0

i=1 i=1

Kan bevises p3 tilsvarende made som E(S?) = o2.
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Konfidens interval for p

Vores modelantagelse giver at (X1, ..., X,) er uafhangige og identiske
fordelte, X; ~ N(u1,0?) for i = 1,...,n. Ydermere antages det her at
variansen o2 er kendt.

Dette medfgrer at X ~ N (u, "72)
Jf. slide 18 (3. Lektion) gzelder der for Y ~ N (u,0?) at

P —1.960 <Y <+ 1.960) = 0.95
Tilsvarende resultat gaelder for X hvor spredningen blot er a/\/n,

P(p—1.96-% < X < pu+1.96-%) = 0.95

Vn vn
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Konfidens interval for p

For uligheden inde i P() har vi,

w— 1.96% < X
—X — 1.96% < —u
X+ 1.96% > i
Uligheden skrives nu som saedvanligt
X —1. 967 <p<

INIA

v

j+1.96-%

—X+ 1.96%

X — 1.96%
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Konfidens interval for p

Dette er ensbetydende med at

P(X — 1.96 % < p < X+ 1.96-%-) = 0.95

Hvor det stokastiske ligger i X. Dvs det er intervallet som er stokatisk.

" Sandsynligheden for at X antager en vaerdi X s3 p

ligger i intervallet [x — 1.96% P X+ 1.96%] er 0.95".
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Konfidens interval for p

Estimatorer

Statistisk model

Antag vi observerer de n stokatiske variable k gange, dvs. vi far k
observationsraekker med n tal.

lixqg,x2,--, %0 — X1
2:X01,X22,--.,X20 — Xo

K Xi1s X2y oy Xken  — Xk

Hermed fas k middelvaerdi estimater xq, ..., Xk og k tilhgrende
konfidensintervaller. For k stor kan vi forvente at 95% af intervallerne

indeholder p.

Torben Tvedebrink
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Konfidens interval for p

Antag at vi kendte variansen i vores eksempel med 10 observerede
vinkelm3linger. Det oplyses at 02 = 0.0022. Vi kan da bestemme et 95%
konfidensinterval for p, hvor x = 164.511 fra tidligere:

.002 .002
164.511 — 1.96& ; 164.511 + 1.96& = [164.5098 ; 164.5122]

V10 V10

Per konstruktion ligger X altid midt i intervallet. Laengden pa intervallet
er et udtryk for ngjagtigheden, hvor et kortere interval indikerer at p er
bedre estimeret end et laengere.
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Statistisk model Estimatorer Konfidens interval for p

Der foretages 20 gange 10 opmalinger af en leengde pd 118.12 m. Det
antages at der er en varians p3 observationerne pd 0.02 m?. Figuren viser
de 20 konfidensintervaller for hver forsggsrakke.

118.35
I

118.30
I

Meter
118.20

118.15

118.25
—
_|
—————

118.10
|_
|_

118.05
L

Forsagsraekke
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