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Geometrisk nivellement
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f; . stadieaflesning ved fremsigte
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Totalleengden ¢ er opdelt i 2n stykker af leengde s, dvs. ¢ = 2ns.
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Geometrisk nivellement

Vi antager af t; og f; er realisationer af uafhangige stokatiske variable T;
og F; med samme varians 02, i = 1,...,n. Denne antagelse kan
begrundes med sigteafstanden er fast og den samme for alle

observationer.

Ydermere bliver h siledes en realisation af den stokastiske variabel

H:Xn:T;—F,-.
i=1

Dvs:
n K ... T, F, H
Il ol
tn A ... t, f, h

Landmalingens fejlteori - Fejlforplantning ved geometrisk nivellement - Lektion 6 Torben Tvedebrink



Geometrisk nivellement

Variansen af H bestemmes ved
VH) =V (Y Ti—F | =D [V(T) +V(F)] = > (02 +02) = 2n0?
i=1 i=1 )

Fra slide 2 er 2n = {/s, séledes
V(H) = to? /s = o2.

Erfaringer viser at 0,/+/s kun i ringe grad afhanger af s ndr s < 100 m.
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Geometrisk nivellement Vagte

Variansen af H bestemmes ved

V(H)=V <Z T — F,-> => V(T +V(F)] =Y (02 +02) = 2n03
i=1 i=1 )
Fra slide 2 er 2n = {/s, séledes
V(H) = to? /s = o2.

Erfaringer viser at 0,/+/s kun i ringe grad afhanger af s ndr s < 100 m.

Saledes indfgres kilometerspredningen o = 0,/+/s hvor af

V(H) = 02 = lo?/s
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Geometrisk nivellement Vagte

Variansen af H bestemmes ved
V(H)=V <Z T — F,-> => V(T +V(F)] =Y (02 +02) = 2n03
i=1 i=1 )

Fra slide 2 er 2n = {/s, séledes
V(H) = to? /s = o2.

Erfaringer viser at 0,/+/s kun i ringe grad afhanger af s ndr s < 100 m.

Saledes indfgres kilometerspredningen o = 0,/+/s hvor af
V(H) = 02 = lo?)s = Lo}

oy er sdledes spredningen pad et geometrisk nivellement over leengden /.

Landmalingens fejlteori - Fejlforplantning ved geometrisk nivellement - Lektion 6 Torben Tvedebrink



Geometrisk nivellement

Givet n uafhaengige malinger xq, ..., x, af n stgrrelser py, ..., p,.

Malinger er ikke ngdvendigvis af samme kvalitet. Fx. kan visse malinger
vaere behaftet ved flere fejlkilder end andre, nogle kan vaere malt flere
gange, etc.

Som tidligere er xi, ..., x, realisationer af stokatiske variable Xi, ..., X,
hvor E(X;) = p; og V(X;) = o2 ikke ngdvendigvis er ens.
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Geometrisk nivellement

Hver maling gives en vaegt p; som afspejler kvaliteten af malingen - desto
hgjere vaegt desto bedre maling.

Vagtene er positive tal der valges séledes de opfylder vaegtrelationen, dvs
P10} = P03 = -+ = paop.

Eks. hvis to variansen pa fgrste maling er dobbelt s3 stor pd som den
anden (02 = 203), valges p1 = 1 og p, = 2 sddan at p1o? = pyo3.

Alts3, vaegten pd den bedste maling er dobbelt sd stor som pa den
darligere maling.

Torben Tvedebrink
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Geometrisk nivellement

Antag at g3 = pp = -+ - = pup = u, dvs alle observationer xq, ..., x, er
malinger af samme stgrrelse (.

Fortsat kan er variansen ikke ngdvendigvis den samme for alle malinger.

Eks. kan der veere anvendt maleudstyr af forskellige fabrikanter og/eller
kvalitet.
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Geometrisk nivellement

Antag at g3 = pp = -+ - = pup = u, dvs alle observationer xq, ..., x, er
malinger af samme stgrrelse (.

Fortsat kan er variansen ikke ngdvendigvis den samme for alle malinger.
Eks. kan der veere anvendt maleudstyr af forskellige fabrikanter og/eller
kvalitet.

Til at estimere p bruges det veaegtede gennemsnit X* sdledes mere praecise
milinger (observationer med lav varians) vaegter mere i gennemsnittet
end darligere bestemte malinger.

=% P1 Pn 1
X = X1+ Xp = (P1x1 + -+ + Poxan),
Y1 Pi 1= Pi " Y1 Pi i
hvor vagtene er valgt s3 de opfylder pjo? = - - = p,o2.
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Geometrisk nivellement

For den stokastiske variabel

_ Pn 1
X" = Xl + - Xn - (P1X1 + -+ ann)
Zl i Pi Zl iP Zg:i pi
geelder fglgende udsagn
1. X* er et centralt estimat, dvs. E(X*) = u
2. For positive pi,...,p, er V()_(*) mindst ndr vagtene opfylder
2

2 __ _
p10§ = -+ = pos;
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etrisk nivellement Vaegte

1. fglger ved

Sor o X X
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1. fglger ved

E(X*) = (Zl: ,[P1X1+ -+Pan]>

- 21, s [PE(XG) + - 4 prE(X)]
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1. fglger ved

E(X*) = (le ’[p1X1+ +ann]>

- 21, s [PE(XG) + - 4 prE(X)]

= =P+ + pap]
le pi !
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1. fglger ved

E(X*) = (le ’[p1X1+ +ann]>

- 21, s [PE(XG) + - 4 prE(X)]

= =P+ + pap]
le pi !

= pe=r——(pr1+-+pn)
El i pi
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Geometrisk nivellement

Punkt 2 vises for n = 2, dvs vi betragter

X* = a1 Xi + a2 X,

hvor a; 4+ a; = 1 idet vaegtene i saetningen p; og p» er givet sd

=P x4 P oanss P P2y
p1+ p2 p1+ p2 pr+p2  p1+p2
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Geometrisk nivellement

Punkt 2 vises for n = 2, dvs vi betragter

X* = a1X1 + a2 Xo,

hvor a; 4+ a; = 1 idet vaegtene i saetningen p; og p» er givet sd

P1 P2

=P x4+ P X, aitss + ~1
p1+ p2 p1+ p2 pr+p2  pi+p2
Derfor ap = 1 — a1, sa variansen er givet ved
V()_(*) = V(alxl + 32X2)

= V(ale + (1 — al)Xz)

= 220+ (1 - a1)%02.
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Geometrisk nivellement

Vi gnsker at variansen af X* skal vaere mindst mulig.
Derfor minimeres udtrykket V(X*) = 2202 + (1 — a1)%02 i a1.
Differentiation mht a; giver

8V()_<*)

Do 2a10%2 +2(1 — a1)(~1)03
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Geometrisk n

Vi gnsker at variansen af X* skal vaere mindst mulig.

Derfor minimeres udtrykket V(X*) = 2202 + (1 — a1)%02 i a1.

Differentiation mht a; giver
OV(X*
v(X") =2a107 4+ 2(1 — a1)(—1)o3

331

Seettes dette lig nul far vi:

0 = 2a07+2(1—a1)(—1)o?
310'% = (1—31)0’%,
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Geometrisk nivellement

Vi gnsker at variansen af X* skal vaere mindst mulig.

Derfor minimeres udtrykket V(X*) = 2202 + (1 — a1)%02 i a1.

Differentiation mht a; giver
OV(X*
v(X") =2a107 4+ 2(1 — a1)(—1)o3

331

Seettes dette lig nul far vi:

0 = 2a07+2(1—a1)(—1)o?
310'% = (1 - 31)0'%,
hvilket giver
2 2 2
932 932 o1
ap = og aa=1l—a;=1-— = .
! crf—!—a% & % ! af—l—a% O’%—FU%
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Geometrisk nivellement

Dvs variansen V(a1 X; 4+ a»X3) er mindst for aj0? = ayo2 under
1 2
antagelsen af a; + a, = 1.
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Geometrisk nivellement

Dvs variansen V(a1 X; 4+ a»X3) er mindst for aj0? = ayo2 under
1 2
antagelsen af a; + a, = 1.

Bemark at

310'% = 3203

Torben Tvedebrink
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Geometrisk nivellement

Dvs variansen V(a; X; + a2X2) er mindst for aj0? = a0 under
antagelsen af a; + a, = 1.
Bemark at
2 2
02 2 01 2
> 201 = 02
o1 +o35

2 2
di10q1 = a0, = > >
o1 +o35

Torben Tvedebrink
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Geometrisk nivellement

Dvs variansen V(a1 X; 4+ a»X3) er mindst for aj0? = ayo2 under
1 2
antagelsen af a; + a, = 1.

Bemark at
2 2
2 2 02 2 01 2 2 2 2 2
di10q1 = a0, = > 20'1 == 20'2 = 0,01 = 0105,
o{ + 035 o{ + 035

dvs variansen er mindst ndr vagtrelationen er opfyldt.

Torben Tvedebrink
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Geometrisk nivellement

Dvs variansen V(a1 X; 4+ a»X3) er mindst for aj0? = ayo2 under
1 2
antagelsen af a; + a, = 1.

Bemark at
2 2
2 2 02 2 01 2 2 2 2 2
di10q1 = a0, = > 20'1 == 20'2 = 0,01 = 0105,
o{ + 035 o{ + 035

dvs variansen er mindst ndr vagtrelationen er opfyldt.

P1 _ P2 . ° .
oty 08 @ = 5H er sxtningen sdledes bevist, dvs

Saettes a; =

T b1 P2 : 2 2
V(X*)=V X1+ X er mindst for pioj] = pros.
X% <P1+P2 ! p1+ p2 2) 1oy = P22

Torben Tvedebrink
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Geometrisk nivellement

Idet vaegtrelationen foreskriver p;o? er ens for alle i, kan o3 indfgres som

2 2 2
O0g = P10y = *++ = p2053.
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Geometrisk nivellement

Idet vaegtrelationen foreskriver p;o? er ens for alle i, kan o3 indfgres som
2 o2 _
O0g = P10y = *++ = p2053.
Som estimator for o7 anvendes

o Sap( - XP YL pXE - (P EL e

n—1 n—1
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Geometrisk nivellement

Idet vaegtrelationen foreskriver p;o? er ens for alle i, kan o3 indfgres som
2 o2 _
O0g = P10y = *++ = p2053.
Som estimator for o7 anvendes

o Sap( - XP YL pXE - (P EL e

n—1 n—1
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Geometrisk nivellement

Lad pi = 37, pi og dermed X* = BXi++ X
Bemaerk

V(X*) =V (g—lxl et ;’—”xn)
+ +
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Geometrisk nivellement

Lad pi = 37, pi og dermed X* = BXi++ X
Bemaerk

V(X*) =V (g—lxl et ;’—”xn)
+ +

- 2 (2) veo

i=1
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Geometrisk nivellement

Lad pi = 37, pi og dermed X* = BXi++ X
Bemaerk

V(X*) =V (g—lxl et ;’—”xn)
+ +
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Geometrisk nivellement

Lad pi = 37, pi og dermed X* = BXi++ X
Bemaerk

V(X*) =V (g—lxl et ;’—”xn)
+ +

= P g o= puod ==
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netrisk nivellement

Lad pr =327, pi
Bemaerk

V(X*)

X* — PL Pn
og dermed X* = piX1+ +p+X,,.

= V(ﬂx1+...+&xn)
P+ b+

2
Pigy 2 _ 2 _ _ 2
- 2 pga. og = p101 =+ = Pn0,
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netrisk nivellement

Lad pr =327, pi
Bemaerk

V(X*)

X* — PL Pn
og dermed X* = piX1+ +p+X,,.

= V(ﬂx1+...+&xn)
P+ b+

2
Pigy 2 _ 2 _ _ 2
- 2 pga. og = p101 =+ = Pn0,
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Geometrisk nivellement

Saledes er variansen p3 det vaegtede gennemsnit givet ved
V(X*) =

3 (B
—»—— ogdermed X*~ < , 7>
27:1 pi : 27:1 pi

Som estimat af 52 anvendes sZ, hvor de stokatiske variable er erstattet af
de observerede vardier,
n —%\2 n 2 —%\2 n
o 2Pl —X*)° S P — (X)X pi

0 = n—1 o n—1
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Geometrisk nivellement

Saledes er variansen p3 det vaegtede gennemsnit givet ved
V(X*) =

3 (B
—»—— ogdermed X*~ < , 7>
27:1 pi : 27:1 pi

Som estimat af 52 anvendes s?, hvor de stokatiske variable er erstattet af
de observerede vardier,

$2 — 27:1 pi(xi — X*)? _ 27:1 PiXi2 — (x*)? 27:1 pi
0 = = )

n—1 n—1

52

Estimatet for variansen af det vaegtede gennemsnit er séledes ﬁ
i=1Pi
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Geometrisk nivellement

Saledes er variansen p3 det vaegtede gennemsnit givet ved

% o6 5 7
V(X*) = og dermed X* ~ N <u, ,,7>

27:1 pi dim1P

Som estimat af 52 anvendes s?, hvor de stokatiske variable er erstattet af
de observerede vardier,

$2 — 27:1 pi(xi — x*)? _ 27:1 PiXi2 — (x*)? 27:1 pi
0 n—1 n—1 '

52

Estimatet for variansen af det vaegtede gennemsnit er séledes ﬁ
i=1Pi

Pga. vegtrelationen kan den i'te varians o2 skrives som o2 = 03 /p;.
Heraf kan o2 estimeres vha. s3/p;.
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Geometrisk nivellement

Hgjdeforskel nivelleret over n straekninger med samme kilometerspredning
ok. Variansen over en lzngde ¢ er fra tidligere givet ved o2/.

Hgjdeforskel h | Leengde ¢ | Varians pd h over ¢
hl 81 0'% = O'ifl
h2 62 0’% = Uifg
hn gn O% = o'ifn

Forskellig varians pd malinger pga ¢; # {;, dvs. vaegtede observationer.
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Geometrisk nivellement Vagte

Vagtrelationen er opfyldt nar

2 2
1

2
0y = P10] =+ = Pp0;,
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Geometrisk nivellement

Vagtrelationen er opfyldt nar
05 = P10 = -+ = Pa0y
Indszttes udtrykket for o2 = £;02 har vi:

2 2 2
0y = plo'kél == pno'kén
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Geometrisk nivellement

Vagtrelationen er opfyldt nar

R=pod= = pu?
Indszttes udtrykket for o2 = £;02 har vi:
ag = plaﬁél == p,,aﬁé,,

Heraf fremgar det at hvis p; = 6,-*1 er ligheden opfyldt:

2 -1 2 ~1_2
oy = Ly olh=---=L0l,
pr— O'i T e e s T O'i.

Dvs. vaegte kan valges til p; = (é,-)_1 altsa er vaegten den resiprokke
lengde.
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Geometrisk nivellement

Vi méler vinklerne i punkterne 13-16.

Alle vinkler er m3lt med samme varians o2.

Lad o2, ; vaere variansen af middelsatsen i punkt i.

/,/
Punkt Antal satser o3 13
o2 14
13 2 0,2,,713 =5
2
gy 15
14 3 O'En’14 - ?
2
9y 16
15 4 0215 = 2 )
1 2 O g
6 6 O.m,lﬁ - F

Landmalingens fejlteori - Fejlforplantning ved geometrisk nivellement - Lektion 6 Torben Tvedebrink



Geometrisk nivellement

. ) 2 .
Ifglge vaegtrelationen skal pjoy, ; vaere ens for alle 7,
2 _ 2 2 2
P130 5,13 = P140 5 14 = P150 5 15 = P160 .16+
Jf. udtrykkene fra forrige slide
2 o2 o2 o2

v v v

= = v = .
P13 5 P14 3 P15 2 P16 6

Saledes kan vaegtene valges lig antal satser for hvert punkt.

Torben Tvedebrink
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Geometrisk nivellement

Vinkler malt med forskellige satser med samme vinkelspredning o, .
Variansen p3 vinkler m3lt med k satser er fra tidligere givet ved o2 /k.

Vinkel v | Sats k | Varians pad middelsats
Vi kl 0'% = O'a/kl
v ke o3 = oy /k
Vn kn 02 =o2/k,

Forskellig varians pd malinger pga.

observationer.

forskelligt antal satser, dvs. vaegtede
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Geometrisk nivellement

Vinkler malt med forskellige satser med samme vinkelspredning o, .
Variansen p3 vinkler m3lt med k satser er fra tidligere givet ved o2 /k.

Vinkel v | Sats k | Varians pad middelsats
Vi kl 0'% = O'a/kl
v ke o3 = oy /k
Vn kn 02 =o2/k,

Forskellig varians pd malinger pga. forskelligt antal satser, dvs. vaegtede
observationer.

Vagtrelationen er opfyldt nar
05 = P10} =+ = pacy-

Fra tabellen ses det at vaegten kan veelges til p; = k; dvs vaegten er antal
satser.
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