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Dobbeltmalinger

Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl i trekant

Fordelingen af slutfejlen i landmaling er ofte en interessant stgrrelse.

Hvis vi pa forhdnd har oplysninger vinkelsummer (fx. 200 gon i trekant),
hgjdeforskelle (fx. fikspunkter ved nivellement) eller andre konstanter kan
vi inddrage denne information i vores beregninger.
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Fordeling af slutfejl i nivellement ordeling af slutfejl i trekan

Vi gnsker at beregne koten p til punktet P med hgjdeforskelle Ah; til Py
og Ahy til P,. Laengderne fra P til de to punkter P; og P, er henholdvis
él og 62.
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Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl i trekan Dobbeltma3linger

Xn, og Xu, er uafhaengige stokatiske variable med E(Xu,) = E(Xu,) = p,
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Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl i trekan Dobbelt

Xu, 08 Xn, er uafhangige stokatiske variable med E(Xy,) = E(Xw,) = 4,

XH, XH,

! !
Hi+ Ahy H, — Ah

Fra sidste gang har vi at V(Xy,) = (102 og V(Xu,) = (202
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Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl i trekant Dobbeltma3linger

Til at estimere p anvendes det vaegtede gennemsnit X* idet varianserne
pa hgjdemalingerne ikke ngdvendigvis er ens,
gt = —PL(H + Ak) + —P2(Hy — ARy),
p1+ p2 p1+ p2

hvor vaegtene p; og p» opfylder vaegtrelationen pil10% = palao?.
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Fordeling af slutfejl i nivellement ordeling af slutfejl i trekant

Dobbeltmalinger

Til at estimere p anvendes det vaegtede gennemsnit X* idet varianserne
pa hgjdemalingerne ikke ngdvendigvis er ens,

X* = Hiy + Ah
P1+P2( ! )+ p1+ p2

(H2 — Ahy),
hvor vaegtene p; og p» opfylder vaegtrelationen pil10% = palao?.
Dvs de reciprokke lzengder kan anvendes som vagte,

plzéfl og p2:€;1.

Estimatet for u er altsd givet ved:

ot ot
=t~ (Hi + Ah) + —2——(H, — Ahy).
ot ot ot
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Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl i trekan Dobbeltma3linger

Vi kan omskrive udtrykket for x* saledes:

ot 0!

Hy — Ah
s 0 +1221( 2 2)
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Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl i trekan

Dobbelt

Vi kan omskrive udtrykket for x* saledes:

ot ot
¥ = — 1 (Hy 4+ Ah)+—2  (Hy— Ah
X €;1+1Z;1( ' ) €;1+£;1( 2 2)
1 1 1 1
= (M + Ahy) + ————(Hy — Ahy)
bg+4 bg+4

Landmalingens fejlteori - Fordeling af slutfejl - Lektion 7

Torben Tvedebrink



Fordeling af slutfejl i nivellement

Vi kan omskrive udtrykket for x* saledes:

ot 0!
X* = —2——(H + Ah) + —2——(H, — Ah
€;1+€£1( 1 1) €;1+€£1( 2 2)
1 1 1 1
= 6_1—%+%(H1+Ahl)+g—%—|—é(H2_Ah2)
1 1
= e—l S A (Hl + Ahl) + —2 A L (H2 — Ahg)
[1[2 [1[2 8152 6162
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Fordeling af slutfejl i nivellement

Vi kan omskrive udtrykket for x* saledes:

ot ot

Xt = W(Hl + Ahy) + W(Hz — Ahy)
- %ﬁ(m T Db+ é%—i%(Hz ~ Ah)
= g—iﬁ(m A+ ém(% - k)
_ é_lléjfzgl (Hy + Ahy) + %Zfz (Ha — Ahy)
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Fordeling af slutfejl i nivellement

Vi kan omskrive udtrykket for x* saledes:

ot ot

X = gt (H + Aht) + —2——(Ha — Ah
X [ 1 g ( 1 1) ‘€11+€£1( 2 2)
- L eamy s (Ho — Ahy)
— 4141 42 1 1 82711 Z_12 2 2
1 1 1 1
= g—ﬁ(Hl‘FAhl)‘f’g_ A ; (HQ—A/’IQ)
Vo6 T o, 206 Y on
1 lts 1 l1bs
- = Hy + Ahy) + — H, — Ah
Gh 16 A+ e (e 2)
ls A
— Hy + Ahy) + —2(Hy — Ah
€2+€1( 1 1) + €2+€1( ) 2)
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Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl i trekan Dobbeltma3linger

Pa grund af malefejl er Ahy + Ahy # Hy — Hy. Derfor indfgres slutfejlen
r, som korrektion

Ahy +Ahy+r,=H, — Hy
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Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl i trekan Dobbeltma3linger

Pa grund af malefejl er Ahy + Ahy # Hy — Hy. Derfor indfgres slutfejlen
r, som korrektion

Ahi+Ahy+r,=H,— H, < Hy,— Ahy=Hi+ Ahy +r,.
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Fordeling af slutfejl i nivellement

Pa grund af malefejl er Ahy + Ahy # Hy — Hy. Derfor indfgres slutfejlen
r, som korrektion

Ahi+Ahy+r,=H,— H, < Hy,— Ahy=Hi+ Ahy +r,.

Indsaettes dette i udtrykket for x* far vi

0
X = 2__(Hy + Ahy) +

H, — Ah
U+ b (H: 2)

1
by + 04
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Fordeling af slutfejl i nivellement

Pa grund af malefejl er Ahy + Ahy # Hy — Hy. Derfor indfgres slutfejlen
r, som korrektion

Ahi+Ahy+r,=H,— H, < Hy,— Ahy=Hi+ Ahy +r,.

Indsaettes dette i udtrykket for x* far vi

_ 12 1

o= Hy + Ah ————(H>, — Ah

X €2+€1( 1+ 1)+€2+€1( 2 2)
- b (H +Ah)+L(H + Ahy + 1)
T o+t Vet e
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Fordeling af slutfejl i nivellement

Pa grund af malefejl er Ahy + Ahy # Hy — Hy. Derfor indfgres slutfejlen
r, som korrektion

Ahi+Ahy+r,=H,— H, < Hy,— Ahy=Hi+ Ahy +r,.

Indsaettes dette i udtrykket for x* far vi

_ 12 1
o= Hy + Ah ————(H>, — Ah
X €2+€1( 1+ 1)+€2+€1( 2 2)
- b (H +Ah)+L(H + Ahy + 1)
T o+t Vet e
1%
= (H Ah n
(Hy + 1)+€2+€1r

Slutfejlen pd estimatet x* af koten p skal under de anvendte vaegte
(reciprokke lzengdemal) fordeles proportionalt med vejlaengden.

Landmalingens fejlteori - Fordeling af slutfejl - Lektion 7 Torben Tvedebrink



Fordeling af slutfejl i nivellemen Fordeling af slutfejl i trekant Dobbeltmalinger

(N

Betragt trekanten med sande vinkler o, 3 og 7. Dvs a+ 3+~ = 200 gon.
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Fordeling af slutfejl i trekant

(N

Betragt trekanten med sande vinkler o, 3 og 7. Dvs a+ 3+~ = 200 gon.

Xo Xz X,
Lol

Xa X3 Xy

E(Xo) = a, E(Xg) = B og E(X;) = 7. V(Xa) = V(X5) = V(X,) = o>,
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Fordeling af slutfejl i nivellemen Fordeling af slutfejl i trekant

Dobbelt

P& grund af betingelsen om en vinkelsum pa 200 gon, kan modellen
simplificeres,
Xo 200 — Xg — Xy
| !
Xo 200 — xg — xy

Fra vores viden om linezre transformationer om E og V har vi at,

E(X,) = « E(200 — X5 — X,) =200 — 3 — v
o? V(200 — X5 — X,) =252
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Dobbeltmalinger

Fordeling af slutfejl i trekant

Fordeling af slutfejl i nivellemen

Idet variansen for de to observationer er forskellig anvendes det vagtede
gennemsnit til at estimere a.

Bemaerk at bade x, (direkte maling) og 200 — x3 — x, (indirekte maling)
er observationer til at estimere den sande vardi o.

Xt = pli’jp2xa+ plilpz(200—Xg—Xy).

Torben Tvedebrink
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Landmalingens fejlteori - Fordeling af slutfejl - Lektion 7

Fordeling af slutfejl i nivellement Fordeling af slutfejl i trekant Dobbeltmalinger

Idet variansen for de to observationer er forskellig anvendes det vagtede
gennemsnit til at estimere a.

Bemaerk at bade x, (direkte maling) og 200 — x3 — x, (indirekte maling)
er observationer til at estimere den sande vardi o.

Xt = pli’jp2xa+ plipo(ZOO—Xg—Xy).

Igen skal vaegtene p; og p opfylde vaegtrelationen pio? = pyo3.

Idet 02 = 02 og 05 = 202 vaelges py = 2 og p2 = 1. Hermed har vi

2 1
X* = gxa + 5(200 — X3 — Xy).
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Fordeling af slutfejl i nivellemen Fordeling af slutfejl i trekant Dobbeltmalinger

Som i foregdende eksempel er summen af x,, x3 og x, ikke 200 pga.
uundgalige mélefejl.

Derfor indfgres r, saledes

Xo +Xg + %y + 1, = 200
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Fordeling af slutfejl i nivellemen Fordeling af slutfejl i trekant Dobbeltmalinger

Som i foregdende eksempel er summen af x,, x3 og x, ikke 200 pga.
uundgalige mélefejl.

Derfor indfgres r, saledes

Xa +Xg+Xxy+1r, =200 & 200 —xg — xy = xo + 1,
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Fordeling af slutfejl i nivellemen

Fordeling af slutfejl i trekant Dobbelt

Som i foregdende eksempel er summen af x,, x3 og x, ikke 200 pga.
uundgalige mélefejl.

Derfor indfgres r, saledes
Xa +Xg+Xxy+1r, =200 & 200 —xg — xy = xo + 1,
og dette indsattes i udtrykke for x*,

2 1
x* = §Xa + 5(200 — X3 — Xy)
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Fordeling af slutfejl i nivellemen Fordeling af slutfejl i trekant Dobbeltmalinger

Som i foregdende eksempel er summen af x,, x3 og x, ikke 200 pga.
uundgalige mélefejl.

Derfor indfgres r, saledes
Xa +Xg+Xxy+1r, =200 & 200 —xg — xy = xo + 1,
og dette indsattes i udtrykke for x*,

2 1
x* = §Xa + 5(200 — X3 — Xy)

_ 2 +1( +r)
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Fordeling af slutfejl i nivellemen Fordeling af slutfejl i trekant Dobbelt

Som i foregdende eksempel er summen af x,, x3 og x, ikke 200 pga.
uundgalige mélefejl.

Derfor indfgres r, saledes
Xa +Xg+Xxy+1r, =200 & 200 —xg — xy = xo + 1,

og dette indsattes i udtrykke for x*,

2 1
x* = §Xa+§(2OO—Xg—X.Y)
2 1
= §Xa+§(Xa+r\,)
—|—1r
= Xu Slv-
3

Dvs. slutfejlen fordeles ligeligt pa alle vinkler uanset deres malte
stgrrelser.
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Fordeling af slutfejl i nivellemen Fordeling af slutfejl i trekant Dobbeltmalinger

Udgangspunktet er 2n malinger hvor mélingerne to og to maler samme
stgrrelse, altsd n forskellige stgrrelser i alt.

2 Xn
=

4

5 X41

Eks.: siderne i et polygon hvor hver sideleengde méles to gange.
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Fordeling af slutfejl i nivellemen Fordeling af slutfejl i trekant Dobbeltmalinger

2 X
=

e

X31
X Xio Xor Xo2 ... Xpn X2

X11 X12 X21 X22 ...  Xpl Xp2

Uafhaengige malinger af samme

kvalitet, dvs ens varians o2.

4

5 Xa1
De n forskellige stgrrelser har sande veerdier p1, ..., pp, dvs:

E(Xll) = E(X12) = M1 . E(Xn ) = ]E(Xn ) = HUn-
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Dobbeltmalinger

Til at estimere u; anvendes x; = %(x,-l + xj2). Dette er sdledes den
observerede vaerdi af X; = %(X,-l + Xi2), om hvilken der galder

E(X) = E (%(x,-l + x,-2)> = L(ECG) + B(Xa) = 4

VR =7 50+ X)) = 370 + VX)) = T

Landmalingens fejlteori - Fordeling af slutfejl - Lektion 7

Torben Tvedebrink



Dobbeltmalinger

Fordeling af slutfejl i nivellemen Fordeling af slutfejl i trekan

Idet X1 og Xi» maler samme stgrrelse p siger deres differens
Y; = Xi1 — Xj2 noget om malekvaliteten.

Da malekvaliteten antages at vaere ens for alle 2n malinger, kan alle n par

anvendes til at estimere o2.

Torben Tvedebrink

Landmalingens fejlteori - Fordeling af slutfejl - Lektion 7



Fordeling af slutfejl i trekan: Dobbeltmalinger

Fordeling af slutfejl i nivellemen

Idet X1 og Xi» maler samme stgrrelse p siger deres differens
Y; = Xi1 — Xj2 noget om malekvaliteten.

Da malekvaliteten antages at vaere ens for alle 2n malinger, kan alle n par

anvendes til at estimere o2.

Vi ved
E(Yi) = E(Xi1) —E(Xi2) = p—p =0

V(Y,) = V(Xil) + V(Xiz) = 0% + 0% = 20°.

Torben Tvedebrink

Landmalingens fejlteori - Fordeling af slutfejl - Lektion 7



Landmalingens fejlteori - Fordeling af slutfejl - Lektion 7

Fordeling af slutfejl i nivellement L af slutfejl i trekant Dobbeltmalinger

Idet X1 og Xi» maler samme stgrrelse p siger deres differens
Y; = Xi1 — Xj2 noget om malekvaliteten.

Da malekvaliteten antages at vaere ens for alle 2n malinger, kan alle n par

anvendes til at estimere o2.

Vi ved
E(Y;)) =E(Xi) —E(Xp)=p—p=0
V(Y,) = V(Xil) + V(Xiz) = 0% + 0% = 20°.

Dvs. vi kender den sande middelveerdi af Y;, E(Y;) = py, = 0. Derfor er

n

1 1 — 1 —
A2 L 2 2 w2
5= 2” : (yl :LLYI) - 2n z_l Yi = 2n 2_1:()(’1 X’2)

i=1

et estimat af o2, som er variansen p3 den enkelte maling.
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Dobbeltmalinger

Fordeling af slutfejl i nivellemen Fordeling af slutfejl i trekant

Idet vi kan estimere o2 vha af 32 kan vi ligeledes konstruere et
konfidensinterval for .

Vi har ikke gennemgdet teorien for et eksakt konfidensinterval, men
nedenst3ende er et approximativt 95%-konfidensinterval for o,

A

§-1.96—— : 54+1.06——| .

van' V2n
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