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\fhaengige variable

Fejlforplantning Fejlforplantning - Lineaere tilfaelde Fejlforplantning - Uafhaengige variable

Landmaling involverer ofte bestemmelse af stgrrelser som ikke kan males
direkte, men kan beregnes ud fra andre mélinger:

m Vinkler - vha differenser af retningsmalinger.
m Arealer - vha vinkler og leengder.

B Langder - vha trigonometriske relationer.

]

| kurset gennemgdr vi hvorledes fejlene pad de malbare stgrrelser forplanter
sig i fejlen af den interessante ikke-malbare stgrrelse.
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Uafhaengige variable \fhaengige variable

Fejlforplantning Fejlforplantning - Lineaere tilfaelde Fejlforplantning

Landmaling involverer ofte bestemmelse af stgrrelser som ikke kan males
direkte, men kan beregnes ud fra andre mélinger:

m Vinkler - vha differenser af retningsmalinger.
m Arealer - vha vinkler og leengder.

B Langder - vha trigonometriske relationer.

]

| kurset gennemgdr vi hvorledes fejlene pad de malbare stgrrelser forplanter
sig i fejlen af den interessante ikke-malbare stgrrelse.

Eksempelvis kan arealet, T, af en trekant bestemmes ved
T L bsin C
= —absin
2 )

hvor leengdemalingerne a og b samt vinklen C méles med usikkerhed.
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Fejlforplantning Fejlforplantning - Linezre tilfelde Fejlforplantning - Uafhaengige variable \fhaengige variable

For en linezer funktion (Basis, Linezr Algebra: Linear kombination)

Y =aXi+aXo+ -+ apX,

med Cov(X;, Xj) = 0 for alle i og j, geelder (dvs uafhaengige
observationer)

V(Y) = a?V(X1) + a3V(Xo) + - + a2V(X,)
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Fejlforplantning Fejlforplantning - Linezre tilfelde

Vinkler bestemmes som differensen mellem to retningsbestemmelser. Fx.
er Vij = R; — R; hvor bdde R; og R; er uathangige stokastiske variable.

Vi antager retningerne er malt med samme ngjagtighed, dvs
V(R;) = V(R;) = 0. Variansen p3 Vj; er givet ved

0% = (Vi) = V(R — R) = V(R)) + V(R)) = 20%.
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Fejlforplantning orplan Linezere tilfelde Fejlforplantning - Uafhzngige variable

| lektion 4 s3 vi hvorledes vi bestemmer V(Y) ndr Y er en vilkirlig
(differentiabel) transformation g af X1, ..., X, alts3

Y:g(XI;XQa"'vxn)

g
~ g(p1, 2y - -5 fin) + 8—X1(X1 — 1)+t 8—Xn(Xn—Mn)
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Fejlforplantning Fejlforplantnin inezere tilfeelde Fejlforplantning - Uafhzngige variable

Vi kan approximere variansen pad Y,

og
V(Y) ~V <g(p’1a/}‘2a"'7p’n)+ 8—)<]_(X1 _/J“l)—'_ st 8Xn(Xn _Nn)>

- <88—§1)2V(X1)+---+ (§§">2V(Xn)
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Fejlforplantning Fejlforplantni

Fejlforplantning - Uafhzngige variable

Vi kan approximere variansen pad Y,

og
V(Y) ~V <g(p’1a/}‘2a' "7Mn)+ 8—)<]_(X1 _/J“l)—'_ st 8Xn(Xn _Nn)>

- <88—§1)2V(X1)+---+ (§§">2V(Xn)

For V(X1)=0%,...,V(X,) =02 og V(Y)=0% er fejlforplantningsloven:

9g \’ og \*
o= (ax1> 71 (axn n

anp = aa—fn er udtrykket lig variansen af Y for

_ Og
Bem&rk at for a; = S ARERE
en linear transformation.
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Fejlforplantning - Uafhaengige variable

Fejlforplantning ved arealbestemmelse

Arealet T kan bestemmes pa flere mader:
T =1absinC (1)

T =3lacsinB (2)

T=1bcsinA (3)

ens fejlteori - Fejlforplantning - Lektion 8
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Fejlforplantning - Uafh

Fejlforplantning anvendt pa (1)

Vi analyserer arealudtrykket (1): T = %absin C.

Jf. fejlforplantningsloven gzelder der,

02~8—T202+8—T202+8—T202
T\ 9a a ob bT\ac) 7¢



Fejlforplantning Fejlforplantnin inezere tilfeelde Fejlforplantning - Uafhzngige variable

Vi analyserer arealudtrykket (1): T = %absin C.

Jf. fejlforplantningsloven gzelder der,

2 (0T 2y (TN 2, (2T 2
T\ %a) %27 \ap) 77" \oc) ¢

De partielt afledte er:

oT 1 . _%absinC_T
ngbSInC—ia —;

oT 1 _ . _%absinC_T
%7§aslnc—7b —E

oT 1 1 . cosC cos C T
ﬁiiabCOSC7§absmCsinC o TsinC " tanC’
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Fejlforplantning Fejlforplantnin inezere tilfeelde Fejlforplantning - Uafhzngige variable

Vi analyserer arealudtrykket (1): T = %absin C.

Jf. fejlforplantningsloven gzelder der,

2 (0T 2y (TN 2, (2T 2
T\ %a) %27 \ap) 77" \oc) ¢

De partielt afledte er:

oT 1 LabsinC T
Z_ — Zbpsi 277" = _ -
Oa 2 sin € a a
oT 1 . %absin C T
%7§aslnc—7b —E
oT 1 1 . cosC cos C T
aoCc EabcosC N Eabsm Csin C " sinC tanC’
Sidste omskrivning gaelder idet
tan sin x - 1 1 COS X
X = = — =
COS X tan x Sin x sin x

Torben Tvedebrink
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Fejlforplantning Fejlforplantnin inezere tilfeelde Fejlforplantning - Uafhzngige variable

| noternes eksempel 6 er fglgende oplysninger givet:

a=11553m, b=152.17m 0, = 0p = lcm.
C =93.273 gon oc = 0.002gon.

Dvs. vi kan regne estimatet for T som

T = %absin C= %115.53m x 152.17m x sin 93.273 = 8741.072m?
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Fejlforplantning Fejlforplantnin inezere tilfeelde Fejlforplantning - Uafhzngige variable

Variansen 0% p3 estimatet T er fra forrige slide pavirket af o, o), og o
pa fglgende made,

2 2 2
T T T
A (3) A (5) A+ (ne)
8741m2 \ > 8741m2 \ > 8741m2 \70.002gon\ >
= [ =——— )(0.01m)?>4+ ———=— )(0.01m)?
(115.53m>( m) +<152.17m>( m) +<tan93.273)( w )
=0.57m* + 0.33m* + 0.0008m*
=0.9033m*.
hvorw:m.
™
oT = 0%20.9504m2.
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Fejlforplantnin

Fejlforplantning - Uafhzngige variable

Antag nu at mélene i trekanten er malt sdledes:

a b c B C
1 115.5603 152.1643 181.1362 62.9538 93.2993
2 115.5397 152.1410 181.1246 62.9498 93.3008
3 115.5527 152.1700 181.1312 62.9514 93.2730
4 115.5350 181.1141 62.9511
5 115.5341 181.1138
6 115.5431
7 115.5519
8 115.5300

115.5434 152.1584 181.1240 62.9515 93.2910
0_2 0_2 2 0_2 0_2
B 3 = % &l

Landmalingens fejlteori - Fejlforplantning - Lektion 8
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Fejlforplantning Fejlforplantnin inezere tilfeelde Fejlforplantning - Uafhzngige variable

Fra tidligere kan arealet T beregnes pa mindst tre mader (1)-(3). Hvis vi
anvender gennemsnitsmalingerne fra forrige slide har vi:

1

(1) = §absin C = 115.5434 x 152.1584 x sin 93.2910 = 8741.681m?
1

2) .= Eacsin B = 115.5434 x 181.1240 x sin 62.9515 = 8741.376m?

1
(3) T3 = Ebc sin A = 152.1584 x 181.1240 x sin 43.7495 = 8741.710m?
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Fejlforplantning Fejlforplantnin Fejlforplantning - Uafhzngige variable

Landmalingens fejlteori - Fejlforplantning - Lektion 8

Tidligere s vi hvordan o2 blev bestemt for (1) med data fra noternes

2 2 2.
eksempel. Nedenfor bestemmes o7, 07, og o7;:

2 ( 8741 >?0.012+( 8741 >?0.012+( 8741 )20.0022

1~ \11554 ) 8 15216 ) 3 tan93.29 ) 3w2
= (.1818502m*.

o~ \ 11554 ) 8 181.12) 5 tan62.95 ) 4w2
= 0.1262968m*.

2, ( 8741 )20.012+< 8741 )20.012+< 8741 )20.0022

7T~ \ 15216 ) 3 181.12) 5 tan43.75 ) 202
= (0.2126244m*.

- ( 8741 )20.012+< 8741 )90.012+< 8741 )20.0022
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Fejlforplantning orplan Linezere tilfelde Fejlforplantning - Uafhzngige variable

Vagtene i det vaegtede gennemsnit X* skal opfylde vaegtrelationen,
2 2 2
p10T, = P20T, = P30T,-

Fx. kan vi vaelge p; = 1, hvilket medfgrer at

2 2
0%, 0.1819 o7, _ 0.1819
_In — 1.4399 =70 220 08553
P =52 7 01263 %8 P52 T 02126
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Fejlforplantning Fejlforplantnin inezere tilfelde Fejlforplantning - Uafhzngige variable

Vagtene i det vaegtede gennemsnit X* skal opfylde vaegtrelationen,
2 2 2
p10T, = P20T, = P30T,-

Fx. kan vi vaelge p; = 1, hvilket medfgrer at

2 2
0%, 0.1819 o7, _ 0.1819
_In — 1.4399 =70 220 08553
P =52 7 01263 %8 P52 T 02126

Séledes er p; =1+ 1.4366 + 0.8553 = 3.2951 og estimatet af T,

X*:ﬂT1+&T2+&T3

b+ b+ b+
1.4399 0.8553
41.681 a1, 4171
= 30051 0/ H-081+ 35057 8741.376 + 37551 8741710
= 8741.81m?
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Fejlforplantning Fejlforplantning - Lineaere tilfelde Fejlforplantning - Uafhaengige variable \fhaengige va

Fra tidligere har vi at

% —1.96—2% . x* +1.06—2

VPr N

Idet vaegtrelationen foreskriver 0§ = p10%, = 207, = pso7, galder der i
vores tilfelde med p; = 1 at 05 = 0%, = 0.1819.
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Fejlforplantning Fejlforplantnin inezere tilfeelde Fejlforplantning - Uafhzngige variable

Fra tidligere har vi at

— oo _ oo
X*—196—; X" + 1.96—}
{ V P+ vV P+

Idet vaegtrelationen foreskriver 0§ = p10%, = 207, = pso7, galder der i
vores tilfelde med p; = 1 at 05 = 0%, = 0.1819.

Med p, = 3.2951 og X* = 8741.81m? bliver konfidensintervallet

v/0.181 v/0.181
V01819 ; 8741.81 + 1.96M
Vv3.2951 Vv3.2951

[8741.35; 8742.27]

l8741.81 —1.96
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Fejlforplantning Fejlforplantning - Lineaere tilfaelde Fejlforplantning

Uafhangige variable Afhzengige variable

Vi har indtil nu antaget at vores mélinger, X; og Xz, er uafthangige. Dvs
at (COV(Xl, X2) =0.

Lader vi nu Xj og X, vaere afhangige, dvs @ndringer i de to variable kan
pavirke hinanden.

Landmalingens fejlteori - Fejlforplantning - Lektion 8
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Fejlforplantning Fejlforplantning - Lineaere tilfaelde Fejlforplantning

Uafhangige variable Afhzengige variable

Vi har indtil nu antaget at vores mélinger, X; og Xz, er uafthangige. Dvs
at (COV(Xl, X2) =0.

Lader vi nu Xj og X, vaere afhangige, dvs @ndringer i de to variable kan
pavirke hinanden.

Dette betyder at V(Xi 4+ X2) bliver mere kompliceret. Lad E(X;) = 1 og
V(X1) = 02 og tilsvarende for Xj:

VoG +X) = E([(X+X) - (n - )]’

Landmalingens fejlteori - Fejlforplantning - Lektion 8
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Fejlforplantning Fejlforplantning - Lineaere tilfaelde Fejlforplantning

Uafhangige variable Afhzengige variable

Vi har indtil nu antaget at vores mélinger, X; og Xz, er uafthangige. Dvs
at (COV(Xl, X2) =0.

Lader vi nu Xj og X, vaere afhangige, dvs @ndringer i de to variable kan
pavirke hinanden.

Dette betyder at V(Xi 4+ X2) bliver mere kompliceret. Lad E(X;) = 1 og
V(X1) = 02 og tilsvarende for Xj:

VoG +X) = E([(X+X) - (n - )]’

E (1 — ) - (% — w2)f)
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Fejlforplantning Fejlforplantning - Lineaere tilfaelde Fejlforplantning - Uafhaengige variable Afhangige variable

Vi har indtil nu antaget at vores mélinger, X; og Xz, er uafthangige. Dvs
at (COV(Xl, X2) =0.

Lader vi nu Xj og X, vaere afhangige, dvs @ndringer i de to variable kan
pavirke hinanden.

Dette betyder at V(Xi 4+ X2) bliver mere kompliceret. Lad E(X;) = 1 og
V(X1) = 02 og tilsvarende for Xj:

V(X1 + Xz2)

E ([0 + %) = (1 — o))
E (1 — ) - (% — w2)f)
= E((X1—m)*+ (X — p2)® +2(X1 — ) (Xe — p2))
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Fejlforplantning Fejlforplantning - Lineaere tilfaelde Fejlforplantning - Uafhaengige variable Afhangige variable

Vi har indtil nu antaget at vores mélinger, X; og Xz, er uafthangige. Dvs
at (COV(Xl, X2) =0.

Lader vi nu Xj og X, vaere afhangige, dvs @ndringer i de to variable kan
pavirke hinanden.

Dette betyder at V(Xi 4+ X2) bliver mere kompliceret. Lad E(X;) = 1 og
V(X1) = 02 og tilsvarende for Xj:
VoG X)) = E([(X+X) - (n - p))

= (14— m) — (% — m)f’)

= E((X1—m)*+ (X — p2)® +2(X1 — ) (Xe — p2))
= V(Xl) + V(X) + 2(COV(X1, X2)
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Fejlforplantning Fejlforplantning - Lineaere tilfaelde Fejlforplantning - Uafhaengige variable Afhangige variable

Vi har indtil nu antaget at vores mélinger, X; og Xz, er uafthangige. Dvs
at (COV(Xl, X2) =0.

Lader vi nu Xj og X, vaere afhangige, dvs @ndringer i de to variable kan
pavirke hinanden.

Dette betyder at V(Xi 4+ X2) bliver mere kompliceret. Lad E(X;) = 1 og
V(X1) = 02 og tilsvarende for Xj:

VoG +X) = E([(X+X) - (n - )]’

= E([(4 — ) - (e - w)f)
= E((X1—m)*+ (X — p2)® +2(X1 — ) (Xe — p2))
V(Xl) + V(X) + 2(COV(X1, X2)

2 2
= o1+05+ 201

hvor o1, er kovariansen mellem X; og X>.
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Fejlforplantning Fejlforplantning - Lineaere tilfaelde Fejlforplantning - Uafhaengige variable Afhangige variable

Tidligere har vi set Y=g(X1,X2) hvor g er en transformation af X; og Xa.
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Fejlforplantning Fejlforplantning - Lineaere tilfaelde Fejlforplantning - Uafhaengige variable Afhangige variable

Tidligere har vi set Y=g(X1,X2) hvor g er en transformation af X; og Xa.
En linezer approximation af Y omkring 1 og o er givet ved:

0
] (X1 — p1) + —g(Xz — U2)

Y = g(X1, Xo) =~ =
g(X1,X2) ./.s;'(ul,uz)+8X1 %
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Fejlforplantning Fejlforplantning - Lineaere tilfaelde Fejlforplantning - Uafhaengige variable Afhangige variable

Hvis Cov(X1, X2) = 012 # 0 bliver variansen af Y

0 0
v(Y) =~ V <g(H1,H2) + 8—)i(xl —p1) + 3—52()(2 - Nz))
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Fejlforplantnin inezere tilfalde ejlforplantning afhaengige variable Afhaengige variable

Hvis Cov(X1, X2) = 012 # 0 bliver variansen af Y

Q

V)~ V() + 06 ) + e O~ )

B g og
=V <5X1 Xt 5X2X2>
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Fejlforplantnin inezere tilfalde Fejlforplantning afhaengige variable Afhaengige variable

Hvis Cov(X1, X2) = 012 # 0 bliver variansen af Y

v(Y)

Q

v (el ) + SE0 — ) + 52 0 = o))

B g og
=V <5X1 Xt 3X2X2>

og og Jg ., Og
(axl) V(X1) + (ax2> V(Xz) + 2Cov <8X X1 e
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Afhzengige variable

Hvis Cov(X1, X2) = 012 # 0 bliver variansen af Y

v(Y) =~ V<g(ﬂl,u2)+§—§1(xl—N1)+a—g(X2—N2)>

0Xo
0 0
<_g x, + 28 X2>

v 0Xy 0Xo
g\’ 9g \’ og og
 (9g\ og\* , ., g Og
= <8—1) (o5} + (a—)<2 0y + 28—)('_6—)@COV(X1’X2)
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Hvis Cov(X1, X2) = 012 # 0 bliver variansen af Y

V(YY) =

og og
¥ (et ) + SE 0 — )+ 5E 0 -

og og
<5—X1X1 + 9% X2>

0X,
0X1 0X

2 2
0 dg 0
) O'%—f— (—g> U%"‘Qa—)g(;la—)io'lQ

Landmalingens fejlteori - Fejlforplantning - Lektion 8

08 )QV(X;L) + (8—g>2V(Xg) +2Cov ( 0

Afhzengige variable

=)

g g
0Xo X 5% 0Xo ;e

2 2
) o2 4 (3_5-?) o2+ 228 98 (i %)

Torben
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Fejlforplantning Fejlforplantning - Lineaere tilfaelde Fejlforplantning - Uafhaengige variable Afhangige variable

Udtrykket for variansen af Y kan opskrives vha. matricer:
2 Og
9, [?) 01 012 X;
V)~ [ 2] { } 1
X1 X 2 Og
%,_2/ 021 92 X
| ——
¢ Kx GT

hvor K, kaldes kovariansmatricen for X = (Xi, X2) og G er
Jacobi-matricen.

Bemaerk: Cov(Xi, X2) = Cov(Xa, X1) hvilket vil sige 012 = 021 0og Kx er
derfor symmetrisk.
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Fejlforplantning Fejlforplantning - Lineaere tilfaelde Fejlforplantning - Uafhaengige variable Afhangige variable

2 og

V) ~ [ 2] {01 0122} 7%

~ X 0Xz g

hl,_/ 021 92 X
———

1x2 2%2 T

2x1

_ |o%g 9g||*
= |3 X | |«
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Fejlforplantning Fejlforplantning - Lineaere tilfaelde Fejlforplantning - Uafhaengige variable Afhangige variable

~ og og 0% 012 (?_)i-
v(Y) ~ |55 %]

ARk
o1 05 —8;‘;
M —— E
1x2 2% 2 V2><1

Landmalingens fejlteori - Fejlforplantning - Lektion 8 Torben Tvedebrink



Fejlforplantning

Fejlforplantning - Lineaere tilfaelde Fe

orplantning - Uafhangige variable

Landmalingens fejlteori -

V(Y) ~ [g_g g_gu
gt

Fejlforplantning - Lektion 8

2 og

071 012 8_X1
2 i)

o021 O a—f’(;

2x2

gX101 + 8X2012
oL
X1 021 + BXQ 012

Afhzengige variable
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Fejlforplantning Fejlforplantning - Lineaere tilfaelde Fejlforplantning - Uafhaengige variable Afhangige variable

2 Og
v(Y) = [8_g ﬁ} [Ul ‘712] 2%

0X1 0Xy 021 O—% 88)%
—_—— 2
1x2 2%2 o1

Og

{ g Bg} a ot + dx2 012

X, 09Xy og o8
X1 021 + 8X2 012

= x4k
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Fejlforplantning Fejlforplantning - Lineaere tilfaelde Fe

orplantning - Uafhangige variable

B |

2 Og

01 012| [ 39X,
2 5]

o021 05 —8)%2

2x2 2%1

Og
501 + ax 012

b
FEon + 5o

— <8_g)202+ Jg Og o8 .

Landmalingens fejlteori - Fejlforplantning - Lektion 8

0X1 0Xz

Afhzengige variable
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Fejlforplantning Fejlforplantning - Lineaere tilfaelde Fejlforplantning - Uafhaengige variable Afhangige variable

2 Yg
V(Y) =~ {ﬂ 3_g} {Ul 012] X7

2 3
OX1 0Xo 021 0-2 8_)%2
———

————
1x2 2%2 1
g 2, Og
_ {8_g 8_g} gx1‘71+aaxz”12
= |3x x| | .98 98
X1 021 + X, J12

(08, Og Og g Og 9g \*
= <5—X1) 01+8—)<16—)<20'12+8—X18—X2021+ — | 05
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Fejlforplantning Fejlforplantning - Lineaere tilfaelde Fejlforplantning - Uafhaengige variable Afhangige variable

2 Yg
V(Y) =~ {ﬂ 3_g} {Ul 012] X7

OX1 0Xo 021 0—% 885
N——C _ 2
1x2 2%2 N

2x1
[e) 0
- [ ] P01+ 5o
0% 9% 3—51021-%3—52012
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